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Resumen. El objetivo de esta investigacion es estudiar la relacion entre el conocimiento matematico y
la competencia docente “mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes” en el
contexto de la generalizacion de patrones. Para ello se pidi6 a 40 estudiantes para maestros (EPM) que
resolvieran un problema de generalizacion de patrones y que describieran e interpretaran las soluciones
de tres alumnos de Educacion Primaria al mismo problema. La resolucion del problema permitid
determinar el grado de conocimiento de los EPM vy la capacidad para interpretar la comprension de
los alumnos a partir de la identificacion de los elementos matematicos significativos en las respuestas
de los alumnos permitié determinar el grado de competencia. Del analisis de las destrezas identificar e
interpretar se generaron descriptores para caracterizar cuatro perfiles en el desarrollo de la competencia,
que posteriormente se refinaron incorporando descriptores del conocimiento. La investigacion evidencid
que los EPM con nivel bajo de conocimiento, y algunos con un nivel suficiente, no eran capaces de
interpretar la comprension de los alumnos de Educacion Primaria, por lo que, aunque el conocimiento
matematico del contenido es necesario para tener una mirada profesional, ese conocimiento no garantiza
la competencia docente. Los materiales utilizados y la trayectoria inferida pueden servir de referencia
para elaborar mddulos de ensefianza sobre la competencia “mirar profesionalmente el pensamiento
matematico de los estudiantes” en el contexto de la generalizacion de patrones.
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[en] Mathematical knowledge and professional noticing of prospective teachers
in the context of pattern generalization. Characterization of Profiles

Abstract. The aim of this research is to study the relationship between mathematical knowledge and
teacher competence of professional noticing of children’s mathematical thinking in the context of
generalization of patterns. For this purpose, 40 prospective teachers (PPT) were asked to solve a problem
of generalization of patterns and to describe and interpret the answers of three elementary students to
the same problem. The resolution of the problem allowed to determinate the degree of knowledge of
the PPT and the ability to interpret the students’ comprehension from the identification of the significant
mathematical elements in the students’ answers allowed to determine the degree of competence. From
the analysis of the skills to identify and interpret were generated descriptors to characterize four profiles
in the development of the competence, which were later refined by incorporating knowledge descriptors.
The research evidenced that the PPT with low level of knowledge, and some with a sufficient level of
knowledge, were not able to interpret the comprehension of the elementary students, therefore, although
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the mathematical knowledge of the content is necessary to have a professional noticing, this knowledge
does not guarantee the teaching competence. The materials used and the inferred trajectory can be used
as a reference to compose teaching modules about the competence of professional noticing of children’s
mathematical thinking in the context of generalization of patterns.

Keywords: knowledge; mathematics; generalization; teacher education.
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1. Introduccion

Un foco de interés de la investigacion en didactica de las matematicas, y en parti-
cular en la formacion y en el desarrollo profesional del profesor de matematicas, es
la competencia docente “mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los
alumnos” (Jacobs, Lamb y Philipp, 2010; Mason, 2002).

Para profundizar en esta competencia algunos investigadores han generado des-
criptores que ayudan a comprender el desarrollo de la mirada profesional de los
estudiantes para maestro (EPM), codificando las respuestas de los participantes en
niveles de evidencia. Las investigaciones mas operativas son las que han identificado
elementos matematicos significativos y los han utilizado para interpretar la compren-
sion de los alumnos (Fernandez, Valls y Llinares, 2011; Sanchez-Matamoros, Fer-
nandez y Llinares, 2014) y las que han descrito etapas de una trayectoria de apren-
dizaje en dominios matematicos especificos (Schack, Fisher, Thomas, Eisenhardt,
Tassell y Yoder, 2013; Wilson, Mojica y Confrey, 2013).

Las investigaciones que se basan en los elementos matematicos significativos
relacionan las dimensiones matematica y cognitiva, vinculadas respectivamente a la
identificacion de elementos y a la interpretacion de la comprension de los alumnos.
Por ejemplo, Fernandez, Valls y Llinares (2011) para analizar las descripciones de
los EPM de las respuestas de alumnos de Primaria a problemas proporcionales y no
proporcionales, consideraron tres elementos significativos: si la funcién pasa por el
origen, el valor de la pendiente y los cambios en las razones; a partir de estos ele-
mentos generaron descriptores de cuatro perfiles de desarrollo de la competencia.
Por su parte, Sanchez-Matamoros, Fernandez y Llinares (2014) también definieron,
en el dominio de la derivada, tres elementos matematicos: tasas de variacion, inter-
pretacion geométrica y aproximacion numérica; posteriormente caracterizaron tres
estadios de comprension: intra si usa los elementos pero no los relaciona, inter si usa
los elementos y relaciona algunos y trans si usa los elementos y los relaciona todos;
después, en funcion de los elementos matematicos significativos y de los estadios de
comprension, establecieron tres perfiles de desarrollo de la competencia.
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Otras investigaciones que generaron descriptores de la mirada profesional centra-
ron su atencion en las caracteristicas propias de cada estadio de la trayectoria y en los
saltos cognitivos necesarios para pasar de un estadio a otro. Por ejemplo, Schack et
al. (2013) se basaron en el SEAL (Stages of Early Arithmetic Learning), que estable-
ce una trayectoria de aprendizaje sobre la introduccion de la aritmética y que consta
de seis etapas superpuestas del pensamiento matematico de los alumnos de Primaria:
conteo emergente, conteo perceptual, conteo figurativo, secuencia numérica inicial,
secuencia numérica intermedia y secuencia numérica con facilidad. Por su parte,
Wilson, Mojica y Confrey (2013) estudiaron si las respuestas que daban maestros
analizando videos en los que alumnos resolvian problemas de reparto respondian a
los distintos estadios de la trayectoria de aprendizaje EPLT (EquiPartitioning Lear-
ning Trajectory) sobre la equivalencia de fracciones, organizada en niveles de cre-
cimiento cognitivo: en los niveles bajos los alumnos aprenden a coordinar las ideas
esenciales del razonamiento sobre fracciones, en los niveles intermedios los alumnos
utilizan relaciones matematicas y en los niveles superiores describen las estrategias
y usan todos los conceptos correctamente.

Investigaciones recientes sobre la “mirada profesional” estan poniendo el énfasis
en identificar caracteristicas de esta competencia en dominios matematicos especi-
ficos, avalando la idea de que los profesores deben conocer como los estudiantes
comprenden los contenidos matematicos para poder tomar decisiones adecuadas
para la ensefianza (Fernandez, Valls y Llinares, 2011; Sanchez-Matamoros, Fernan-
dez y Llinares, 2014). El dominio elegido en esta investigacion es la generalizacion
de patrones debido al reconocimiento de la importancia de introducir y desarrollar
el pensamiento algebraico desde los primeros afios de escolarizacion por medio de
la identificacion de patrones en sucesiones de figuras o de nameros (NCTM, 2000;
Radford, 2014).

Esta investigacion sigue la linea de las investigaciones anteriores pues se centra
en como los EPM identifican elementos matematicos significativos de la generali-
zacion de patrones y los utilizan para interpretar la comprension de los alumnos y
establece perfiles de desarrollo de la “mirada profesional” basados en los estadios
de comprension de una hipotética trayectoria de aprendizaje de la generalizacion
de patrones. Sin embargo, esta investigacion incorpora nuevas ideas: por una parte
estudia la mirada profesional de los EPM en un contexto nuevo como es la genera-
lizacion de patrones, que estd adquiriendo un gran interés por su importancia en la
introduccién del pensamiento algebraico desde los primeros afios de escolarizacion
y, por otra parte, estudia el conocimiento matematico que debe poseer el profesor de
matematicas y su vinculacion con la mirada profesional.

Desde esta perspectiva, el objetivo de esta investigacion es generar descriptores
de perfiles de EPM para analizar la relacion entre el conocimiento matematico y
la competencia docente “mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los
alumnos”, en el contexto especifico de la generalizacion de patrones.

2. Marco teorico

Del interés por el estudio del conocimiento y de las destrezas que precisa el pro-
fesor para enfrentarse al proceso de ensefanza-aprendizaje han surgido modelos y
corrientes de investigacion como el “Conocimiento Matematico para la Ensefian-
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za” (Mathematical Knowledge for Teaching, MKT; Ball, Thames y Phelps, 2008),
que intenta sistematizar los conocimientos necesarios para ensefiar matematicas y
la competencia docente “mirar profesionalmente (professional noticing) el pensa-
miento matematico de los alumnos” (Mason 2002; Sherin, Jacobs y Philipp, 2011)
que se centra en el uso de ese conocimiento que hace el profesor en la ensefianza-
aprendizaje de las matematicas.

Respecto al “Conocimiento Matematico de la Ensefianza”, Ball, Thames y Phelps
(2008) senalan dos dominios en el conocimiento que requiere el profesor para ense-
flar matematicas: el Conocimiento del Contenido a Ensefar y el Conocimiento Di-
dactico del Contenido. Respecto a la competencia “mirar profesionalmente”, Jacobs,
Lamb y Philipp (2010) sefialan tres destrezas interrelacionadas que debe desarrollar
el profesor de matematicas: identificar las estrategias usadas por los estudiantes,
interpretar la comprension de los estudiantes y decidir las acciones para mejorar el
proceso de ensefnanza-aprendizaje.

Lo que el profesor necesita saber para ensefiar matematicas y la forma en que
utiliza ese conocimiento en el proceso de ensefanza-aprendizaje, es decir, el Cono-
cimiento Matematico para la Ensefianza (MKT) y la competencia docente “mirar
profesionalmente”, son constructos dependientes y conforman una linea importante
de investigacion en el campo de la educacion matematica (Ball, Thames y Phelps,
2008).

2.1. Conocimiento Matematico para la Ensefianza (MKT)

El Conocimiento Matematico para la Ensefianza (MKT) parte de las ideas de Shul-
man (1986) que, en contraposicion con las tendencias anteriores basadas en aspectos
generales de la ensefanza, se centra en los conocimientos que debe tener un profesor.
Para ello propone tres dominios de conocimiento: el Conocimiento del Contenido a
Enseiiar, el Conocimiento Pedagogico del Contenido y el Conocimiento del Curri-
culo.

Ball, Thames y Phelps (2008), centrandose también en el conocimiento que re-
quiere el profesor para ensefiar matematicas, establecen el modelo Conocimiento
Matematico para la Ensenanza (MKT), sefialando dos grandes dominios de conoci-
miento: el Conocimiento del Contenido a Ensenar (SMK) y el Conocimiento Didac-
tico del Contenido (PCK), divididos a su vez en tres subdominios (Figura 1).

MKT. Conocimiento Matematico de la Ensenanza

SMK. Conocimiento del Contenido a Ensefiar
—— CCK. Conocimiento Comun del Contenido
—— HCK. Conocimiento Matematico del Horizonte
—— SCK. Conocimiento Especializado del Contenido
PCK. Conocimiento Didactico del Contenido
—— KCS. Conocimiento del Contenido y de los Estudiantes
—— KCT. Conocimiento del Contenido v de la Ensefianza
—— KCC. Conocimiento Curricular del Contenido

Figura 1. Dominios del Conocimiento Matematico para la Ensefianza MKT
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El Conocimiento del Contenido a Ensefar (SMK) comprende los conocimientos
matematicos y esta formado por tres subdominios:

1. El Conocimiento Comun del Contenido (CCK), que es el conocimiento ma-
tematico necesario para resolver tareas no exclusivas de la ensefianza e in-
cluye la habilidad del profesor para resolver problemas matematicos, operar
correctamente y aplicar definiciones y propiedades.

2. El Conocimiento Matematico del Horizonte (HCK), que es el conocimiento
de un contenido matematico a lo largo de las etapas educativas e incluye
la habilidad del profesor para reconocer la importancia de un determinado
contenido matematico y enlazarlo con otros.

3. El Conocimiento Especializado del Contenido (SCK), que es el conocimien-
to matematico necesario para la ensefianza e incluye la habilidad del profe-
sor para valorar e interpretar la validez de las respuestas de los estudiantes y
explicar el origen de sus errores.

El Conocimiento Didactico del Contenido (PCK) comprende los conocimientos
especificos para la ensefianza y esta formado también por tres subdominios:

1. El Conocimiento del Contenido y de los Estudiantes (KCS), que conecta los
conocimientos matematicos con el conocimiento sobre los estudiantes e in-
cluye la habilidad del profesor para predecir lo que les interesa a los alumnos
y los errores que cometeran con mayor frecuencia.

2. El Conocimiento del Contenido y de la Ensefianza (KCT), que conecta los
conocimientos matematicos con el conocimiento para su ensefianza e inclu-
ye la habilidad del profesor para reconocer los procedimientos mas adecua-
dos para ensefar un determinado contenido.

3. El Conocimiento Curricular del Contenido (KCC), que esta formado por los
programas, objetivos, contenidos... e incluye los materiales y recursos que
utiliza el profesor en su practica docente.

2.2. Mirada Profesional del pensamiento matematico de los estudiantes

La mirada profesional es un término usado para indicar el acto de observar o recono-
cer los fenomenos significativos y actuar en consecuencia. Desde esta perspectiva,
la mirada profesional forma parte del aprendizaje de cualquier profesion (Jacobs,
Lamb y Philipp, 2010) y es una habilidad que se puede aprender y que mejora con la
experiencia (Star y Strickland, 2007).

En el caso concreto de la ensefianza, para van Es y Sherin (2002) tener una mirada
profesional implica identificar y reconocer los aspectos relevantes en una situacion
de aula, aplicar el conocimiento sobre el contexto para adoptar decisiones y conectar
los aspectos identificados con principios generales de ensefianza y aprendizaje.

Algunas investigaciones proponen centrar la mirada profesional en el pensa-
miento matematico de los estudiantes, lo que implica investigar la capacidad de los
profesores para observar, describir, interpretar y dar sentido a las situaciones de en-
seflanza. Desde esta perspectiva, Jacobs, Lamb y Phillip (2010) conceptualizan la
competencia docente mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los es-
tudiantes como el conjunto de tres destrezas interrelacionadas:
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Identificar las estrategias que utilizan los estudiantes

Interpretar la comprension que manifiestan los estudiantes

Decidir las acciones para mejorar la enseflanza-aprendizaje en funcion de la
comprension de los estudiantes

wh=

La primera destreza implica identificar los aspectos matematicos significativos en
las estrategias que usan los estudiantes porque sus detalles proporcionan una ventana
para mirar su pensamiento matematico (Carpenter, Franke y Levi, 2003). Para ello,
el maestro debe tener un profundo conocimiento matematico para la ensefianza que
le permita observar con detalle las respuestas y las acciones de los estudiantes y la
forma en la que se enfrentan a los problemas (Sanchez-Matamoros, Fernandez, Lli-
nares y Valls, 2013; Zapatera y Callejo, 2013).

Para interpretar la comprension matematica de los estudiantes el maestro debe
conectar los elementos matematicos identificados en las estrategias con la compren-
sion de los conceptos matematicos, para lo que necesita un conocimiento suficiente
en el campo de las matematicas (Jacobs, Lamb y Phillip, 2010). Mason (2002) centra
esta destreza en explicar y teorizar las observaciones para relacionarlas con conteni-
dos matematicos, y evaluarlas para tomar las decisiones adecuadas.

El objetivo de un maestro, al identificar las estrategias e interpretar la compren-
sion de los estudiantes, es utilizar esa informacion para decidir como responder.
Van Es y Sherin (2002) enfatizan en este aspecto practico de la mirada profesional e
indican que el objetivo de mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los
estudiantes es hacer efectivas las respuestas de instruccion.

Sherin, Jacobs y Phillip (2011) consideran que la habilidad de integrar estas tres
destrezas es condicion necesaria, aunque no suficiente, para dar respuesta a la com-
prension de los alumnos.

2.3. La generalizacion de patrones

La generalizacion es uno de los procesos cognitivos mas importantes de la actividad
matematica, de tal forma que para Mason (2002) la generalizacion es el verdadero
nervio de las matematicas y una de las rutas fundamentales hacia el algebra.

Polya (1954) afirma que generalizar es “pasar de un objeto a una clase que con-
tiene el objeto” (p. 12) y Dreyfus (1991) que generalizar es “derivar o inducir desde
lo particular, identificando lo que es comun y extendiendo dominios de validez para
incluir un conjunto mayor de casos” (p. 35).

En el caso particular de la generalizacion de patrones, Radford (2008) considera
tres aspectos: tomar conciencia de una propiedad comin, generalizar la propiedad a
todos los términos de la secuencia y usar la propiedad para encontrar una regla que
permita calcular cualquier término de la secuencia.

Investigaciones sobre la generalizacion de patrones (Radford, 2008; Rivera,
2010; Warren, 2005) han puesto de relieve la importancia de tres elementos matema-
ticos: las estructuras numérica y espacial, la relacion funcional y el proceso inverso.
Las estructuras numérica y espacial emergen respectivamente del nimero y de la
distribucion de los elementos de cada término de la sucesion, la relacion funcional
asocia la posicion de una figura y el nimero de elementos que la forman y el proceso
inverso permite identificar la posicion de una figura, conocido el nimero de elemen-
tos que la forman.
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Estos elementos marcan tres aspectos cognitivos en la generalizacion de patrones:
la coordinacién entre las estructuras espacial y numérica, el pensamiento funcional
y la reversibilidad. La coordinacion entre las estructuras espacial y numérica per-
mite identificar una regularidad entre ambas estructuras para continuar la sucesion;
el pensamiento funcional permite establecer la relacion funcional para identificar
el numero de elementos de un término lejano o no especificado; y la reversibilidad
permite establecer la funcién inversa para reconocer la posicion de un determinado
término de la secuencia en funcién del nimero de elementos.

Los elementos matematicos y los aspectos cognitivos han permitido caracteri-
zar tres estadios de la comprension de la generalizacion de patrones en los estu-
diantes de Primaria: en el estadio 1, el estudiante no reconoce el patrén de creci-
miento cuantitativo por lo que no respeta las estructuras espacial y/o numérica; en
el estadio 2, el estudiante coordina las estructuras espacial y numérica, reconoce
la relacion funcional y la expresa de forma verbal en una regla general; y en el es-
tadio 3, el estudiante, ademas de coordinar las estructuras y reconocer la relacion
funcional, es capaz de invertir la relacion en casos especificos (Callejo y Zapatera,

2016) (Figura 2).
ESTADIO1 ESTADIO 2 ESTADIO 3
Coordina las Establece

Mo respeta
las estructuras estructuras espacial relacion Funcional
Y numérica y expresa la regla

Identifica

e e Invierte el proceso
relacion inversa

espacial ¥ numérica

Figura 2. Estadios de comprension y trayectoria de aprendizaje

Estos estadios, establecen una cierta progresion en el desarrollo del proceso de
generalizacion y marcan una posible trayectoria de aprendizaje con los saltos cogni-
tivos necesarios para pasar de un estadio a otro.

3. Metodologia
3.1. Participantes y contexto

En este estudio participaron 40 estudiantes para maestro que estaban en el segundo
semestre de su programa de formacion del Grado en Maestro en Educacion Primaria.

3.2. Instrumentos de recogida de datos

Se utilizaron dos cuestionarios disefiados a partir de investigaciones anteriores sobre
la comprension de la generalizacion de patrones en alumnos de Primaria (Carraher,
Martinez y Schliemann, 2008; Radford, 2008). En el primer cuestionario los EPM
debian resolver un problema de generalizacion de patrones y en el segundo cues-
tionario debian responder a dos cuestiones profesionales a partir del analisis de las
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respuestas de tres alumnos de Primaria pertenecientes a cada uno de los estadios de
comprension de la generalizacion de patrones.

En el problema del primer cuestionario (Figura 3), adaptado de Carraher, Marti-
nez y Schliemann (2008), se presenta una situacion cuyo enunciado proporciona los
primeros términos de una progresion aritmética y se pide a los alumnos continuar la
sucesion, calcular el numero de sillas para un niumero pequefio de mesas (generali-
zacion cercana) y para un nimero grande de mesas (generalizacion lejana), hallar el
numero de mesas para un determinado numero de sillas (proceso inverso) y obtener
la regla general que relacione las dos variables, es decir, las sillas y las mesas.

Observa las siguientesfiguras que representan mesasy sillas

M\ IaWA AT ANA
P 1P <CLLP
A\ A N
1 mesa 2 mesas 3 mesas
4 sillas 6 sillas 8 sillas

Como puedes ver alrededor de una mesa hemos colocado 4 sillas, alrededor de 2 mesas hemos
colocado 6sillasy alrededor de 3 mesas hemos colocado 8 sillas

1. ¢Podrias dibujar 4 mesas y sus correspondientes sillas?

2. ¢Cuantas sillas podemos colocar de esta forma alrededor de 5 mesas? ¢Y alrededor de 6
mesas?

3. En una fiesta se han colocado juntas 18 mesas y sus correspondientes sillas. ; Cuantos
invitados pueden sentarse? Explica como has encontrado el resultado.

Si en un cumpleafios se ha invitado a 42 nifios, ¢ cuantas mesas necesitaremos juntar en fila?

Explica con tus palabras una regla que relacione el nimero de mesas y el nimero de sillas.

Figura 3. Problema de generalizacion de patrones

En el segundo cuestionario, los EPM debian analizar las respuestas de tres alum-
nos de Educacion Primaria, A, B y C, pertenecientes a cada uno de los tres estadios
de comprension de la generalizacion y contestar a dos cuestiones profesionales (Fi-
gura 4). Las respuestas de estos alumnos se seleccionaron de un trabajo de inves-
tigacion anterior sobre la “mirada profesional” de EPM analizando el proceso de
generalizacion en alumnos de 3° a 6° de Educacion Primaria (Zapatera, 2015).
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Cuestion 1 Cuestion 2 Cuestion 3
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72 persomas 51 em wma mesa hay 4 sillas,
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Fy wr I8 e
Cuestion 4 Cuestion 5
e 2 i) 1, un bk,
TR oy oy
Ny 27 mwsas Pargue s sow 42 sillas y en cada mera hay
o chicos, an 47 hay 15 masas
Alumno B
Cuestidn 1 Cuestion 2 Cuestion 3
Folin S U teerudaly
) 5§
S5 4 | e 4 3 ™ et e,
Ry 5 9 ,,%"'“ arighas b U My <oty
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fadas fadas  abafe v Le de lod dog ladas
Cuestion 4 Cuestion 5
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dd mesas Sy ¥ derpeads ok Adladiende las de arriba y loy de abafe ¥
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Alumno C

Cuestion 1 Cuestion 2 Cuestion 3

y bk bl SRCkBE | B R, satt Tl Bl g el
( o Lk Body ‘a
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Figura 4. Respuestas de los alumnos de Primaria al problema

Las dos cuestiones profesionales del cuestionario 2 que debian responder los
EPM estan relacionadas con dos destrezas de la mirada profesional, identificar e

interpretar (Figura 5).
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1. Qué aspectos destacarias de las respuestas del estudiante X.
a) Correccion de las respuestas
b) Estrategias utilizadas
c) Uso de las figuras
d) Dificultades o bloqueos

2. A partir de los aspectos que has destacado, identifica algunas caracteristicas del
proceso de generalizacion del estudiante X en los tres problemas,

Figura 5. Cuestiones profesionales del cuestionario 2

El objetivo de la primera cuestion era ver en qué medida los EPM identifican
los elementos matematicos significativos usados por los alumnos y el de la segunda
cuestion era determinar si los EPM eran capaces de abstraer las regularidades ob-
servadas para interpretar las caracteristicas de la comprension de la generalizacion.

3.3. Analisis de datos

El analisis de la resolucion del problema (cuestionario 1) se centrd en la correccion
de las respuestas, mientras que el analisis de las dos cuestiones profesionales (cues-
tionario 2) se centrd en verificar si los EPM identificaban los elementos matematicos
significativos en las respuestas de los alumnos y si usaban estos elementos para inter-
pretar la comprension del proceso de generalizacion de cada uno de los tres alumnos
de Educacion Primaria.

Se clasificaron a los EPM en cuatro grados de conocimiento en funcion del nime-
ro de preguntas del problema que resolvian correctamente: muy bajo si resolvian una
o dos preguntas, bajo si resolvian tres preguntas, medio si resolvian cuatro preguntas
y alto si resolvian las cinco preguntas (Tabla 1).

Se caracterizaron cuatro grados en la destreza identificar segun el numero de
elementos significativos que los EPM identificaron: muy bajo si no identificaban
ningln elemento, bajo si identificaban un elemento, medio si identificaban dos ele-
mentos y alto si identificaban los tres elementos.

La destreza interpretar también se caracterizé en cuatro grados en funcion del
nimero de alumnos cuya comprension eran capaces de interpretar: muy bajo si no
interpretaban la comprension de ningin alumno, bajo si interpretaban la compren-
sion de un alumno, medio si interpretaban la comprension de dos alumnos y alto si
interpretaban la comprension de los tres alumnos.

Tabla 1. Caracterizacion de grados de conocimiento y de destrezas

Muy bajo Bajo Medio Alto
Conocimiento ~ Cuestiones que resuelve <2 cuestiones 3 cuestiones 4 cuestiones 5 cuestiones
Identificacion ~ Elementos que identifica 0 elementos 1 elemento 2 elementos 3 elementos
Interpretacion ~ Alumnos que interpreta 0 alumnos 1 alumno 2 alumnos 3 alumnos

A partir del analisis conjunto de las dos destrezas se generaron unos descriptores
para caracterizar cuatro perfiles en el desarrollo de la competencia mirar profesio-
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nalmente. Posteriormente se refinaron estos perfiles a partir de los grados de cono-
cimiento de los EPM en la resolucion del problema de generalizacion de patrones,
afiadiendo un nuevo descriptor en cada perfil.

4. Resultados
4.1. Identificacion de elementos matematicos e interpretacion de la comprension

Al analizar las respuestas a las cuestiones profesionales, los EPM se clasificaron en
cuatro grados segln las evidencias mostradas en sus respuestas en cada una de las
dos destrezas: muy bajo, bajo, medio y alto (Tabla 2).

Los resultados obtenidos en la identificacién fueron superiores a los obtenidos en
la interpretacion, ya que todos los EPM identificaron al menos un elemento matema-
tico significativo mientras que 15 EPM no fueron capaces de interpretar la compren-
sion de ninguno de los tres alumnos de Primaria y, ademas, 17 EPM identificaron los
tres elementos matematicos, mientras que solo 2 interpretaron la comprension de los
tres alumnos.

Tabla 2. Clasificacion de los EPM segtn el grado de evidencia en las dos destrezas

Muy bajo Bajo Medio Alto
Identificacion 0 7 16 17
Interpretacion 15 13 10 2

En la destreza identificacion, de los 40 EPM participantes, 7 identificaron solo
las estructuras, 16 identificaron las estructuras y otro elemento mas (11 la relacion
funcional y 5 el proceso inverso) y 17 identificaron los tres elementos.

Por ejemplo, el EPM-26 fue clasificado en el grado bajo porque identifico solo las
estructuras numérica y espacial, al afirmar del alumno B que “emplea la estrategia
espacial y numérica para la resolucion de las figuras, respeta el espacio, el orden y
la planificacion de la figura”, pero no mostré ninguna evidencia de identificacion de
los otros dos elementos, realizando comentarios ambiguos centrados en su correc-
cion o en el tipo de lenguaje utilizado como “ha resuelto bien algunas cuestiones” o
“podia haberlo explicado mejor”.

Sin embargo, el EPM-18 fue clasificado en el grado alto pues identifico los tres
elementos en el alumno B: identifico las estructuras al afirmar que “respeta la distri-
bucion espacial y emplea la estrategia de recuento sobre el dibujo”’; identifico la re-
lacion funcional ya que “se da cuenta de que la fila de arriba y la de abajo tienen el
numero de sillas igual al numero de la figura y, ademas sabe que hay dos sillas mas,
que son las de los extremos”; e identificd el proceso inverso al observar que “se le
pide que calcule el numero de mesas y no el numero de sillas, es decir, la operacion
contraria a la realizada anteriormente”.

En la destreza interpretar, 15 EPM no fueron capaces de interpretar la compren-
sion de la generalizacion de patrones de ninguno de los tres alumnos de Primaria,
13 EPM interpretaron la comprension de un solo alumno (12 del alumno Ay 1 del
alumno B), 10 interpretaron la comprension de dos alumnos (6 la de los alumnos A'y
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B, 3 la de los alumnos Ay Cy 1 la de los alumnos B y C) y 2 EPM interpretaron la
comprension de los tres alumnos.

Por ejemplo, el EPM-12, clasificado en el grado muy bajo, no fue capaz de inter-
pretar la comprension de ninguno de los alumnos de Primaria, limitdndose a expresar
comentarios genéricos y ambiguos, sin hacer referencia a los elementos matematicos
que caracterizan el proceso de generalizacion. Del alumno A afirmé que “no ha he-
cho una buena generalizacion”, del alumno B que “sabe realizar la mayoria de los
apartados, pero no obstante tiene ciertas dificultades en algunos” y del alumnos C
que “si sabe generalizar bien”.

Por otro lado, el EPM-18 fue clasificado en el grado alto de interpretacion al ser
capaz de interpretar la comprension de la generalizacion de los tres alumnos. Del
alumno A coment6 que “no ha sabido seguir el patron general al dibujar las mesas
separadas, arrastrando este error todo el problema”; del alumno B que “consigue
encontrar el patron general del problema, pero no consigue aplicarlo al contrario”;
y del alumno C que “respeta la distribucion espacial y numérica de las mismas, es
capaz de hacer una generalizacion mas lejana ya que encuentra el patron que si-
guen todas las figuras y ademas lo aplica al contrario”.

4.2. Caracterizacion de los perfiles

El analisis de las destrezas identificar e interpretar permitié generar descriptores
para cuatro perfiles de la competencia docente “mirar profesionalmente” (Zapa-
tera, 2015): en el perfil 0 fueron clasificados 15 EPM que, aunque identificaron
uno o mas elementos matematicos en las respuestas de los alumnos de Primaria,
no fueron capaces de interpretar la comprension de ninguno de ellos; en el perfil
1 fueron clasificados 13 EPM que también identificaron uno o mas elementos,
pero interpretaron la comprension de un alumno; los 10 EPM clasificados en
el perfil 2 identificaron 2 o 3 elementos ¢ interpretaron la comprension de dos
alumnos; y al perfil 3 se asignaron los 2 EPM que identificaron los tres elementos
matematicos significativos e interpretaron la comprension de los tres alumnos de
primaria (Tabla 3).

Tabla 3. Caracterizacion de los perfiles

Perfil Caracterizacion N° de EPM

Identifican uno o mas elementos matematicos
Perfil 0 15
No reconocen evidencias de estadios de la comprension de la generalizacion

Identifican uno o mas elementos matematicos
Perfil 1 13
Reconocen evidencias de un estadio de la comprension de la generalizacion.

Identifican dos 0 mas elementos matematicos

Perfil 2 IReconocen evidencias de dos estadios de Ia comprension de la 10
generalizacion
Identifican los tres elementos matematicos

Perfil 3 B

Reconocen evidencias de los tres estadios de la comprension de la
generalizacion
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4.3. El grado de conocimiento matematico

En el andlisis del cuestionario 1 se identificaron los errores cometidos por los EPM
al resolver el problema de generalizacion de patrones y se asignaron los grados de
conocimiento a los EPM, seglin el nimero de cuestiones resueltas correctamente.
De los 40 EPM participantes, 2 fueron asignados al grado muy bajo al respon-
der incorrectamente tres cuestiones, 4 al bajo al responder incorrectamente dos
cuestiones, 6 EPM al medio al responder incorrectamente una cuestion y 28 EPM

fueron asignados al grado alto al responder correctamente las cinco cuestiones
(Tabla 4).

Tabla 4. Clasificacion de los EPM segtin el grado de conocimiento matematico

Muy bajo Bajo Medio Alto

Conocimiento

[ 2 4 6 28
matematico

Todos los EPM resolvieron correctamente las cuestiones de generalizacion cerca-
na, sin embargo 2 EPM cometieron errores en la cuestion de generalizacion lejana,
8 lo hicieron en la cuestion del proceso inverso y 10 no fueron capaces de explicar
la regla general.

Los 2 EPM que no fueron capaces de hallar el numero de sillas para 18 mesas
utilizaron errdneamente estrategias proporcionales: el EPM-12 encontro el patron de
crecimiento, pero no sumo las dos sillas de los extremos al afirmar que “la sucesion
numérica que se rige en ir sumando 2 sillas mds a cada mesa, los invitados que se
sentarian serian 36 personas. O multiplicando el niimero de mesas por 2"y el EPM-
25 realiz6 una regla de tres (Figura 6).
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Figura 6. Respuesta del EPM-25 a la cuestion de generalizacion lejana

Los 8 EPM que no resolvieron correctamente la cuestion sobre el proceso inverso
en la que debian hallar el nimero de mesas necesarias para 42 nifios, no escribieron
ninguna respuesta o escribieron respuestas sin sentido, usaron estrategias recursivas
o proporcionales, confundieron mesas con sillas o tuvieron problemas a la hora de
despejar la incdgnita. Asi, por ejemplo, el EPM-6 respondio sin sentido y de forma
incompleta al escribir “aplicamos la formula general”; el EPM-12 utiliz6 una es-
trategia proporcional sin tener en cuenta las dos mesas constantes de los extremos
sefialando que “serian 21 mesas, porque he multiplicado el numero de mesas por 2 y
me ha dado el resultado de sillas”; el EPM-16, aunque vincul6 nifios con sillas, no
invirtid la funcién (Figura 7); y el EPM-21 aunque identifico la necesidad de aplicar
la funcién inversa, no fue capaz de hallarla correctamente (Figura 8).
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Figura 8. Respuesta del EPM-21a la cuestion del proceso inverso

La mayoria de los 10 EPM que no obtuvieron la regla general se bloquearon
al fijar una estrategia recursiva o no discriminaron situaciones de proporcionali-
dad y de no proporcionalidad. EIl EPM-29 explicé el patrén de crecimiento pero
no fue capaz de expresar una regla que sirviera para cualquier figura al escribir
que “la regla que condiciona el numero de mesas y el numero de sillas es que
cada vez que se afiade una mesa se anaden dos sillas”; y el EPM-22 sefial6 que
se trata de “una regla de tres directamente proporcional, ya que a mas mesas
se dan mas sillas. Ademas, cuando se juntan las mesas perdemos un sitio para
colocar una silla™.

4.4. El grado de conocimiento matematico y los perfiles de los EPM
Una vez clasificados los EPM en grados de conocimiento y en perfiles de la compe-

tencia mirada profesional, se procedi6 a estudiar la relacion entre el grado de conoci-
miento y los perfiles caracterizados, realizandose un segundo refinamiento (Tabla 5).

Tabla 5. Resultados cuestionario 1

Grado de conocimiento
Total
MB (0) B (1) M Q) AQ3)

o 0 (MB) 1 2 4 8 15
=i

E 5 1 (B) 1 2 1 9 13
RS 2 (M) 0 0 1 9 10
O a

- 3(A) 0 0 0 2 2

Todos los EPM que tuvieron dificultades en la resolucion del problema de gene-
ralizacion de patrones se encuentran en los perfiles inferiores de la mirada profesio-
nal, y los EPM de los perfiles superiores, excepto el EPM-21 que no supo invertir la
funcidn, no tuvieron dificultades en la resolucion del problema.

El grado de conocimiento de todos los EPM, excepto el EPM-12 del perfil 1 con
conocimiento muy bajo, fue igual o superior al perfil de la mirada profesional: 6
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EPM obtuvieron el mismo nivel en los dos conceptos, 12 obtuvieron un nivel supe-
rior en conocimientos, 13 obtuvieron dos niveles mas y 8 tres niveles.

Estas observaciones permitieron refinar los perfiles de la mirada profesional des-
critos anteriormente, incluyendo en su caracterizacion la capacidad para resolver
problemas de generalizacion lineal: en los perfiles 0 y 1 se incluyo el descriptor
“algunos EPM tienen dificultades para resolver problemas de generalizacion™ y en
los perfiles 2 y 3 se incluy6 el descriptor “no tienen dificultades para resolver pro-
blemas de generalizacion” (Tabla 6).

Tabla 6. Caracterizacion de los niveles después del refinamiento
basado en el conocimiento

Perfil Caracterizacion N°de EPM

Identifican uno o mas elementos matematicos

No reconocen evidencias de estadios de la comprension de la

Perfil 0 Y
generalizacion

15

Algunos tienen dificultades para resolver problemas de generalizacion

Identifican uno o mas elementos matematicos

Perfil 1 Reconocen evidencias de un estadio de la comprension de la

N 13
generalizacion.

Algunos tienen dificultades para resolver problemas de generalizacion 1

Identifican al menos dos elementos matematicos

Perfil 2 Reconocen evidencias de dos estadios de la comprension de la

P 10
generalizacion

No tienen dificultades para resolver problemas de generalizacion

Identifican los tres elementos matematicos

Reconocen evidencias de los tres estadios de la comprension de la

Perfil 3 AR
generalizacion

No tienen dificultades para resolver problemas de generalizacion

5. Conclusiones

El objetivo de esta investigacion ha sido caracterizar perfiles de EPM para analizar
la relacion del conocimiento matematico y la competencia docente “mirar profesio-
nalmente el pensamiento matematico de los alumnos” en el contexto especifico de la
generalizacion de patrones.

El analisis conjunto de la identificacion de elementos matematicos y la inter-
pretacion de la comprension de los alumnos con los grados de conocimiento de
los EPM permiti6 caracterizar cuatro perfiles de EPM e inferir una trayectoria
de aprendizaje (Figura 8), en la que el perfil 2 se ha desglosado en 2a y 2b (Za-
patera, 2015).
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perfil0
Identifican al menos un elemento matemdtico
Sin evidencias de interpretacion
Dificultades en la resolucion

l

Utilizan “coordinacién estructuras numérica y espacial® para interpretar la comprensién

Perfil 1
Identifican al menos un elemento matemético
Interpretan la generalizacion cercana
Dificultades en la resolucién

/ \
Utilizan “proceso inverso™ para interpretar la comprensidn  Utilizan “relacién funcional” para interpretar [a comprensién
Resuelven correctamente Resuelven correctamente
Perfil 2a Perfil 2b

Identifican al menos dos elementos matematicos

Identifican al menos dos elementos matematicos Interpretan la generalizacion cercana y la lejana
Interpretan la generalizacion cercana y lejana €ON proceso inverso
Sin dificultades en la resolucion Sin dificultades en la resolucion

Utilizan “relacion funcional” para interpretar la comprensidn  Utilizan “proceso inverso”™ para interpretar la comprensién

Perfil 3
Identifican los tres elementos matematicos
Interpretan la generalizacion cercana. lejana y
lejana con proceso inverso
Sin dificultades en la resolucion

Figura 9. Trayectoria de aprendizaje y transicion entre perfiles (Zapatera, 2015)

Los saltos cognitivos que permiten la transicion de un perfil a otro superior estan
en funcion de como los EPM identifican los elementos matematicos significativos,
de como utilizan estos elementos para interpretar la comprension de los alumnos de
Educacion Primaria y de como los EPM resuelven los problemas de generalizacion
de patrones.

La transicion del perfil 0 al perfil 1 se produce cuando los EPM usan la coordina-
cion de las estructuras espacial y numérica para caracterizar el alumno de Primaria
que se encuentra en el estadio 1. El paso del perfil 1 al perfil 2 se produce cuando los
EPM usan ademas otro elemento matematico, relacion funcional o proceso inverso,
para interpretar la comprension de un alumno de los estadios 2 o 3. Para pasar del
perfil 2 al 3 los EPM deben usar todos los elementos para interpretar la comprension
de los alumnos de los tres estadios.

Algunos EPM de los perfiles bajos (perfiles 0 y 1) de la mirada profesional tienen
dificultades para resolver correctamente los problemas de generalizacion de patro-
nes. De esta manera, los 6 EPM que no fueron capaces de resolver dos o tres cues-
tiones del problema, pertenecen a los perfiles mas bajos de la mirada profesional. Su
insuficiente conocimiento matematico les impidio identificar elementos matemati-
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cos significativos e interpretar la comprension de los alumnos, lo que indica que el
conocimiento matematico es una condicion necesaria para mirar profesionalmente
el pensamiento matematico de los estudiantes (Bartell et al., 2013; Fernandez, Valls
y Llinares, 2011).

Sin embargo, de los 34 EPM que estan en los niveles altos de conocimiento, 22
pertenecen a los perfiles bajos de la mirada profesional. Aunque estos EPM tenian
un conocimiento matematico suficiente, este conocimiento no les asegurd tener una
competencia adecuada, lo que indica que el conocimiento matematico no es condi-
cion suficiente para mirar profesionalmente y se confirma la idea de que el conoci-
miento matematico no garantiza la competencia mirar profesionalmente el pensa-
miento matematico de los estudiantes (Sanchez-Matamoros et al., 2013; Zapatera y
Callejo, 2013).

La habilidad del maestro para mirar profesionalmente el pensamiento matema-
tico de los estudiantes exige algo mas que sefialar lo que es correcto o incorrecto
acerca de sus respuestas, requiere determinar de qué manera las respuestas de los
alumnos son o no son significativas desde el punto de vista del aprendizaje de las ma-
tematicas (Wilson, Mojica y Confrey, 2013); es decir, para mirar profesionalmente
el pensamiento matematico de los estudiantes es necesario utilizar de forma interre-
lacionada el conocimiento del contenido matematico a ensefiar y el conocimiento de
los estudiantes, de la ensefianza y del curriculo en contextos especificos.

Los cuestionarios utilizados y la trayectoria inferida pueden servir de apoyo para
el desarrollo de la mirada profesional en estudiantes para maestro: los descriptores
de los perfiles son indicadores que ayudan a describir y comprender el desarrollo de
esta competencia docente y, por tanto, el aprendizaje de los EPM y ademas pueden
servir de referencia para elaborar modulos de ensefianza sobre la competencia mirar
profesionalmente el pensamiento matematico de los alumnos en el contexto de la
generalizacion de patrones.
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