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1. Motivacion y presentacién

Las mallas empleadas en el método de los elementos finitos constituyen
una descomposicion del dominio objeto de analisis en subdominios, sin que se
produzcan solapes ni zonas sin cubrir. Los subdominios pasan a denominarse
elementos, que —en el caso de dominios planos— pueden ser triangulos o
cuadrilateros.

En funcién de la topologia de la malla, se puede establecer una clasi-
ficacién de tipos de discretizacién y de algoritmos de mallado [30, 43]. En
el contexto de la presente Tesis Doctoral no se han impuesto a priori limi-
taciones en la topologia resultante, con las unicas salvedades de trabajar
con dominios planos, elementos cuadrilatero, y de tratar de lograr que los
elementos adquieran la maxima calidad (minima distorsién) posible.

Los algoritmos de mallado existentes poseen en general un buen rendi-
miento al ejecutarse en ordenadores personales actuales, incluso en imple-
mentaciones secuenciales literales del algoritmo. Sin embargo, existen dos
factores que invitan a una mejora sustancial del rendimiento:

e En la préactica profesional, el tamano de los analisis por elementos
finitos ha pasado hoy de miles a millones de nodos [30], y esto se
traduce en un légico incremento del tiempo de mallado.

e El hardware actual tiene un diseno de multiples nticleos de proceso, in-
cluso en los ordenadores més sencillos, por lo que un aprovechamiento
eficiente de recursos sugiere una paralelizacién de los algoritmos.

El tiempo de mallado deberia acercarse lo més posible a una respuesta
interactiva. En problemas de tamano pequeno no hay dificultad en lograrlo.
Pero en cuanto se desea aumentar el ndmero de nodos, el tiempo empleado
tiende a crecer exponencialmente, alejandose mucho de la interactividad. Un
usuario que estd disenando un modelo de calculo, desea poder comprobar al
instante los efectos de la edicién que estd realizando en el dominio.

Es significativo el cambio producido en la estrategia para la mejora de
rendimiento en los ordenadores personales actuales. Si bien se ha seguido
verificando la Ley de Moore [34] (duplicando el nimero de transistores apro-
ximadamente cada dos afios), no ha aumentado la potencia de célculo de
cada nucleo de proceso en la misma magnitud en que lo hacian en el pasado.
El camino para lograr mayores rendimientos de CPU ha ido de la mano de
incrementar el nimero de nicleos de proceso. Hoy en dia todos los ordena-
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dores personales tienen una CPU con dos, cuatro, o mas nucleos de proceso
(tabla 1).

Otra novedad es la disponibilidad y caracteristicas de las GPU ( Graphics
Processing Unit). Con sus origenes en los aceleradores graficos(t) de los afios
80 y 90, han evolucionado desde una funcionalidad inicialmente fija(®) has-
ta su actual diseno con capacidad de programacién de propésito general y
aplicacién en célculo cientifico (es un camino de desarrollo conocido como
GPGPU, “General-purpose computing on graphics processing units”).

Siendo habitual que los ordenadores personales actuales dispongan de
GPU, y considerando que es un componente con una elevada potencia de
cdlculo en coma flotante (tabla 2), y ademds programable para propdsito
general mediante GPGPU, surge de inmediato la idea de aprovecharlo para
acelerar el mallado de elementos finitos.

El abanico de aplicaciones de GPGPU es tal, que algunos fabricantes
tienen en el mercado GPUs montadas en tarjetas dirigidas exclusivamente
al célculo cientifico® . Estos productos son tan especificos que no disponen
de salida de video, y por tanto no pueden emplearse como tarjetas graficas.
Su potencia de cdlculo en coma flotante de 32 bits no suele ser mayor que
las de GPUs montadas en tarjetas graficas, pero a cambio ofrecen otras
caracteristicas de interés para el sector cientifico al que van dirigidas (buen
rendimiento en coma flotante de 64 bits, y mayores tamanos de memoria,
entre otras).

En cualquier caso, en esta Tesis Doctoral se ha decidido trabajar con
GPUs dirigidas a un publico general, con la finalidad de que las conclusiones
obtenidas sean aplicables a los ordenadores personales de uso cotidiano.

Antes de proseguir, conviene hacer una observacién sobre la diferencia
entre el diseno de una CPU y el de una GPU. Las GPUs cuentan con un
nimero de nicleos mucho mayor que una CPU, pero se trata de maquinas
de tipo SIMD (Single Instruction, Multiple Data). Su elevado rendimiento
en coma flotante es inseparable de este diseno SIMD, y es imprescindible te-

(I)Componente habitual en las estaciones de trabajo empleadas en ingenieria, ciencia, y
diseno gréfico en la época. Un claro precursor de las GPU lo constituyen los subsistemas
graficos de las estaciones y supercomputadores Silicon Graphics y, en concreto, el concepto
de Geometry Engine de Clark [9].

() Estaban disefiados para acelerar el dibujo de graficos exclusivamente. En algunos casos
hubiese sido técnicamente posible reprogramarlos para aplicaciones no graficas, pero los
fabricantes no solian facilitar las herramientas de programacién de microcédigo requeridas.

(®)Estamos hablando de productos como NVIDIA Tesla y algunos modelos de la gama
AMD FirePro S.
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nerlo en cuenta al implementar algoritmos en GPU. No todos los algoritmos
son trasladables de manera éptima a una maquina SIMD. En particular,
algoritmos que requieran ramificaciones en el cédigo (fruto de sentencias
condicionales) requieren de un estudio especial para lograr un rendimiento
eficiente en maquinas SIMD.

Todo ello nos conduce a que sea también objeto de estudio la viabilidad
del empleo de GPUs para acelerar el mallado de elementos finitos, dada su
amplia disponibilidad.

De hecho, en la ultima década ha surgido un interés por el desarrollo de
nuevos algoritmos de mallado acelerados en GPU. Sin embargo, la investiga-
cién realizada al respecto se centra en acelerar en GPU algoritmos de mallado
triangular (véanse las referencias [4, 14, 16, 25, 35, 36, 45, 46, 47, 48]), sin
entrar a considerar el caso del mallado con elementos cuadrangulares.

En el contexto del hardware actual que acabamos de describir, es decir,
CPUs de multiples nicleos, y utilizacién de GPUs para tareas de proposito
general, es donde cabe plantearse la optimizacién de rendimiento de los
algoritmos de mallado cuadrangular, al ser los recursos disponibles en los
ordenadores personales habituales de hoy.

Otro aspecto de interés en el mallado cuadrangular es la de la mejora de
la calidad de sus elementos mediante un postproceso de suavizado o relaja-
cién. En efecto, la calidad de la forma de un elemento es cuantificable [49]
en cuanto a su virtud para modelizar de manera adecuada un problema para
su andlisis mediante método de elementos finitos. Al respecto, existen algo-
ritmos aplicables a este postproceso y cabe utilizarlos, o bien reconsiderarlos
o ampliarlos si se encuentra necesario.
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Afio Transistores®  Nticleos®)

Intel 4004 1971 2300 1
Intel 8008 1972 3500 1
Intel 8080 1974 4400 1
Zilog 780 1976 8500 1
Intel 8086 1978 29000 1
Motorola 68000 1979 68000 1
Intel 80286 1982 134000 1
Motorola 68020 1984 190000 1
Intel 80386 1985 275000 1
MIPS R2000 1986 110000 1
Motorola 68030 1987 273000 1
MIPS R3000 1988 150000 1
Intel 80486 1989 1180235 1
Motorola 68040 1990 1200000 1
MIPS R4000 1991 1200000 1
Intel Pentium 1993 3100000 1
Motorola 68060 1994 2500000 1
MIPS R8000 + R8010 1994 3430000 1
Intel Pentium Pro 1995 5500000 1
MIPS R10000 1996 6800000 1
PowerPC 7xx (G3) 1997 6350000 1
Intel Pentium IT 1997 7500000 1
MIPS R12000 1998 7150000 1
Intel Pentium III 1999 9500000 1
PowerPC 74xx (G4) 1999  10.5 millones 1
Intel Pentium 4 2000 42 millones 1
PowerPC 970 (G5) 2002 58 millones 1
Intel Core 2 Duo 2006 291 millones 2
Intel Core i7 (quad) 2008 731 millones 4
Intel Core i7 (6 core) 2010 1170 millones 6
Intel Xeon Sandy Bridge-E5 (8 core) 2011 2270 millones 8

Intel Xeon Ivy Bridge-EX (15 core) 2014 4310 millones 15
Intel Xeon Haswell-E5 (18 core) 2014 5560 millones 18
Intel Xeon Broadwell-E5 (22 core) 2016 7200 millones 22

Tabla 1: Ndmero de transistores y nicleos de una seleccién de CPUs (segin [20] y espe-
cificaciones de fabricantes)

(D Obsérvese que, en los disefios recientes, el aumento del niimero de transistores va a la
par con un incremento del nimero de nicleos de proceso.
()En un mismo chip.



Tabla 2: Breve seleccién, comparativa y evolucién de GPUs.

Chip® Afio  gpgpu(” Transistores ~ GFLOPS®  Precio®  Sector(1?)
Silicon Graphics Reality Engine ~ GE8/RM4/DG2 1993 No No publicado ~ 0.6-1.2(")  ~$100000 Pro
Silicon Graphics Max. IMPACT GE11/RE4 1995 No No publicado 0.96 ~$30000 Pro
Silicon Graphics Infinite Reality GE12/RM6/DG4 1996 No 260 mill.(1?) 2.16(1)  ~$100000 Pro
NVIDIA GeForce 256 NV10 1999 No 22 millones 50 $300 Juegos
NVIDIA Quadro(¥ NV10GL 1999 No 22 millones >50(19) $900 Pro
NVIDIA GeForce 3 NV20 2001 No 57 millones 46-76 $500 Juegos
NVIDIA Quadro DCC(19) NV20GL 2001 No 57 millones 46-76 $650 Pro
NVIDIA GeForce 6800 Ultra NV40 2004 No 222 millones 200 $300-3500  Juegos
(Continida)

<6)Rea1ity Engine, IMPACT, e Infinite Reality no son propiamente GPUs, sino sets de varias placas que comprenden un elevado nimero de chips.

(MIndica si es programable para propdsito general. No se han considerado como programables aquellas GPU que ofrecen una programabilidad
parcial, mediante shaders o soluciones similares.

(®)Referido a coma flotante de 32 bits.

) Precio de lanzamiento de las tarjetas graficas en EEUU (sin incluir el ordenador o estacién).

(19E] precio de tarjetas graficas basadas en una misma GPU puede variar bastante en funcién del sector al que van dirigidas. Es una estrategia
habitual entre los fabricantes de GPUs, introduciendo diferencias de funcionalidad o certificacién en los drivers, o en ocasiones variando ligeramente
la funcionalidad del chip, como por ejemplo reduciendo el rendimiento del cdlculo en coma flotante de 64 bits (precisién double). Esto permite
rentabilizar mejor cada nuevo chip, al poder comercializarlo a diferente precio en diferentes sectores.

(1 Admite 6, 8, 6 12 Geometry Engines, siendo cada uno de ellos un Intel i860XP con 100 MFLOPS.

(12)960 millones por cada pipe en configuracién maxima.

(13) Cada pipe tiene cuatro GE12 con 540 MFLOPS cada uno.

(9 practicamente idéntica a GeForce 256, pero con funcionalidad adicional dirigida al mercado profesional, como el antialiasing de puntos y lineas.

(5NV10GL opera a 135MHz, ligeramente superior a los 120MHz de NV 10.

(6 Mismo hardware que GeForce 3, aunque dirigida al sector profesional.
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NVIDIA Quadro FX 4000017
AMD ATI Radeon HD 2900
AMD ATI FireGL V860019
NVIDIA GeForce 8800 GT
NVIDIA Quadro FX 370020
AMD ATI Radeon HD 5870
AMD ATI FirePro V8800
NVIDIA GeForce GTX 480
NVIDIA Quadro 600021
NVIDIA Tesla C2050(22)
Intel HD Graphics 3000
NVIDIA GeForce GTX 680
Intel HD Graphics 4000

NV40GL
R600
R600

G92
G92
Cypress XT
Cypress XT
GF100
GF100
GF100

Sandy Bridge

GK104
Ivy Bridge

Tabla 2 (Continuacidn)

2004
2007
2007
2007
2008
2009
2010
2010
2010
2010
2011
2012
2012

No
No
No
Si
Si
Si
Si
Si
Si
Si

S1
S1

222 millones
700 millones
700 millones
754 millones
754 millones
2154 millones
2154 millones
3200 millones
3200 millones
3200 millones
(en CPU)(3)
3540 millones
(en CPU)

200
288-47518)
440
504
420
2720
2640
1345
1028
1030
130(24)
3090
332

$2200
$400
$1600
$250-$300
$1600
$380
$1499
$500
$5000
$2500
(en CPU)
$500
(en CPU)

(" Angloga a GeForce 6800 Ultra, pero dirigida al sector profesional (es posible convertir una en otra modificando el firmware).

(18)Gegrin modelo.

Pro
Juegos
Pro
Juegos
Pro
Juegos
Pro
Juegos
Pro
Pro
Juegos
Juegos
Juegos

(Continda)

(9 A igual que NVIDIA, ATI (adquirida por AMD en 2006) ofrece una linea profesional en paralelo a los productos de juegos, compartiendo disefios

entre ambas lineas.

(ZO)Emplea el mismo chip que GeForce 83800 GT, pero corre a menor frecuencia de reloj, por lo que su rendimiento es algo menor a pesar de ir

dirigida al sector profesional.

() Menor frecuencia de reloj que GeForce GTX 480, pero dirigida al sector profesional.
S0 P gama Tesla generalmente no dispone de salidas de video, estando dirigida al cdlculo con GPGPU exclusivamente. Proporciona ademés un

rendimiento en precisién double superior al de GPUs enfocadas a juegos

23 Las GPU de Intel se encuentran integradas en la CPU.
(2% Las GPU de Intel suelen ofrecer rendimientos inferiores a las GPU no integradas en CPU.

0T
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AMD Radeon HD 7970
AMD FirePro W9000
NVIDIA Tesla K20X

NVIDIA GeForce GTX 780
NVIDIA GeForce GTX Titan
NVIDIA GeForce GTX 780 Ti

Intel Iris Pro Graphics 5200

AMD FirePro W9100
Intel Iris Pro Graphics 6200
AMD Radeon R9 Fury X
NVIDIA Tesla P100

Intel Iris Pro Graphics 580
NVIDIA GeForce GTX 1060
NVIDIA GeForce GTX 1080
NVIDIA Titan X (Pascal)(?)

AMD Radeon RX 480

Tahiti XT
Tahiti XT
GK110
GK110
GK110
GK110
Haswell
Hawaii XT
Broadwell
Fiji XT
GP100
Skylake
GP106
GP104
GP102
Polaris 10(26)

Tabla 2 (Continuacidn)

2012
2012
2012
2013
2013
2013
2013
2014
2015
2015
2016
2016
2016
2016
2016
2016

S1
S1
S1
S1
S1
S1
S1
S1
S1
S1
S1
S1
S1
S1
S1
S1

4313 millones
4313 millones
7080 millones
7080 millones
7080 millones
7080 millones
(en CPU)
6200 millones
(en CPU)
8900 millones
15300 millones
(en CPU)
4400 millones
7200 millones
12000 millones
8900 millones

3788
3993
3950
3976
4500
5046
832
5237
883
8601
10600
1152
4400
9000
11000
5161

$550
$3999
~$3500
$500-3650
$999
$699
(en CPU)
$4000
(en CPU)
$649
~$10000
(en CPU)
$250
$600
$1200
$199-$239

Juegos
Pro
Pro

Juegos

Semiprof.

Juegos
Juegos
Pro
Juegos
Juegos
Pro
Juegos
Juegos
Juegos

Semiprof.

Juegos

(2513 gama Titan (cuyo primer modelo fue lanzado en 2013 y estaba basado en el chip GK110) va dirigida a un mercado semiprofesional, aunque

también goza de mucha aceptacién en el sector de los juegos.

(26)En el momento de realizar esta tabla, AMD ya ha anunciado GPUs de gama profesional basadas en Polaris, pero no estdn atn disponibles.
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5750
5500
5250
5000
4750
4500
4250
4000
3750
3500
3250
3000
2750
2500
2250
2000
1750
1500
1250
1000
750
500
250
0

Apr-01

NVIDIA GPU Single Precision
wmswsNVIDIA GPU Double Precision
wwiw=intel CPU Single Precision
@pm=|ntel CPU Double Precision

Tesla K40
Tesla K20X

Tesla M20%0

Tesla C2050
Tesla C1060
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Figura 1: Comparativa de rendimiento de CPUs y GPUs segin NVIDIA [40].
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2. Introduccién y antecedentes

2.1. Clasificacion de algoritmos de mallado cuadrangular

Los algoritmos de mallado cuadrangular pueden clasificarse segiin varios
criterios. Siguiendo los trabajos de S. H. Lo [30] y Owen [43], estableceremos
la clasificacién mostrada en los siguientes apartados.

2.1.1. Mallado estructurado y no estructurado

En el mallado estructurado, todos los nodos interiores estan conectados
al mismo nimero de elementos (es decir, en un mallado cuadrangular estruc-
turado todos los nodos interiores estarian conectados a cuatro elementos).
Este requisito da lugar a una topologia con forma de rejilla o cuadricula, lo
que explica que en inglés se emplee la palabra grid para estas discretizacio-
nes, vy se etiquete a estos algoritmos como grid generation en lugar de mesh
generation, término mas general.

En el mallado no estructurado no existe dicho requisito, y cada nodo
puede estar conectado a un nimero diferente de elementos.

En funcién del tipo de andlisis que se vaya a realizar, puede ser preferible
elegir uno de estos tipos, o bien resultar indiferente tomar uno u otro.

Por ejemplo, si se desea que la discretizacion tenga un alineamiento es-
tricto de los elementos para la simulacién de magnitudes fisicas con una
direccionalidad muy marcada, el mallado estructurado se hace necesario.
Sin embargo, en general y salvo necesidades concretas, no es imprescindible
el mallado estructurado.

El mallado no estructurado facilita la discretizaciéon con variaciones en el
tamano de los elementos (figura 2), ademds de adecuarse mejor a perimetros
con irregularidades importantes. Por ello, posee una mayor generalidad en
su aplicacién, y centraremos el estudio en este tipo. Ademads, el mallado
estructurado y el no estructurado son dos campos bastante diferenciados,
cada uno de ellos con sus propios algoritmos.
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(a) Estructurado. (b) No estructurado.

Figura 2: El mallado estructurado conduce a una topologia muy rigida, que puede dar
buenos resultados cuando el perimetro tiende a ser regular y no hay variaciones en el
tamano de los elementos. Por contra, el mallado no estructurado facilita adecuarse a
contornos muy irregulares, o a variaciones en el tamafio de los elementos. La figura de la
derecha tiene asignadas diferentes densidades de mallado en cada esquina del contorno.

2.1.2. Mallado cuadrangular indirecto y directo

Si se dispone previamente de un algoritmo que genere mallados triangu-
lares de elevada calidad, cabe plantearse su aprovechamiento para mallado
cuadrangular, transformando los elementos triangulares en cuadrangulares.

Este posible camino abre otro criterio de clasificaciéon: Denominamos
métodos indirectos a aquellos que generan el mallado cuadrangular me-
diante la transformacion de una triangulacién previa. Por contra, cuando no
se parte de ningtin mallado previo, reciben el nombre de métodos directos.

2.1.2.1. Meétodos indirectos

Un camino trivial para convertir un mallado triangular en otro cuadran-
gular consiste en subdividir cada tridangulo en tres cuadrilateros, mediante
la adicién de un nuevo nodo en el interior de cada tridngulo y en el punto
medio de cada lado del mallado (figura 3b).

El método indirecto por subdivisiéon de tridangulos tiene muy sencilla im-
plementacion, pero sin embargo posee importantes inconvenientes: Tiende a
generar cuadrilateros de peor calidad que los tridangulos originales, y ademés
no respeta la densidad de mallado original (los cuadrildteros resultantes son
mas pequenos que los tridngulos de partida y se incrementa el nimero de
nodos tanto en el interior como en el perimetro).
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(a) Mallado triangular original.

(b) Cuadrildteros por subdivisién. (c) Cuadrildteros por agrupacién.

Figura 3: Estrategias de mallado cuadrangular indirecto.

Otra modalidad de método indirecto es la agrupacion de triangu-
los para constituir cuadrilateros. Este camino otorga mayores posibilidades
de lograr elementos de mejor calidad que el método indirecto por subdivi-
sién, pero a cambio tiene el inconveniente de no garantizar que el mallado
resultante sea completamente cuadrangular. En general, al finalizar la agru-
pacién, pueden quedar tridngulos sobrantes (figura 3c).

Como esta tltima estrategia no garantiza que todos los elementos sean
cuadrilateros, al resultado de estos algoritmos se le suele denominar “malla-
do cuadrangular-dominante” (quad-dominant mesh en inglés), dejando asi
constancia de que puede haber tridangulos en el mallado.
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Entre estos algoritmos cabe destacar los desarrollados por S. H. Lo [29],
Johnston et al [24], asi como Lee y Lo [28]. Todos ellos tratan de minimizar el
nimero de tridngulos sobrantes, ya sea mediante heuristicas o modificando
localmente los tridngulos originales en caso necesario. En [28] se garanti-
za que todos los elementos serdn cuadrilateros si el nimero de lados del
perimetro es par.

Posteriormente, Owen et al [44] propusieron otro algoritmo indirecto,
conocido como Q-Morph. Consiste en volver a mallar localmente a lo largo de
frentes de avance paralelos al perimetro, intercambiando aristas localmente
y anadiendo nodos adicionales, con la finalidad de lograr que el mallado
triangular original quede transformado en elementos cuadrangulares de la
maxima calidad posible.

2.1.2.2. Métodos directos

Cuando no se dispone de un mallado triangular previo, el algoritmo debe
generar los elementos cuadrangulares partiendo de cero. Los métodos que
no parten de un mallado previo se denominan directos, y pueden a su vez
clasificarse en los siguientes tipos:

2.1.2.2.1. Por descomposicion

Los métodos de esta categoria operan mediante la descomposiciéon del
dominio en contornos més sencillos con el objetivo de generar finalmente
elementos cuadrangulares.

Baehmann et al [1] proponen representar el dominio a mallar como una
quad-tree, quedando descompuesto en cuadrantes de manera recursiva. La
finura de la quad-tree depende de parametros especificados por el usuario
al definir el perimetro del dominio, o bien de la complejidad del mismo.
Cada cuadrante final de este arbol puede ser interior al dominio, contener
parte del perimetro, o bien ser exterior. Tras eliminar segmentos degenerados
o conflictivos en la interseccion del perimetro con los cuadrantes finales,
se aplica a cada uno de ellos un patréon de mallado que transforma cada
cuadrante en elementos triangulares o cuadrangulares (este algoritmo puede
generar mallados triangulares o cuadrangulares, segin la aplicacion).

Talbert y Parkinson [55] descomponen el dominio recursivamente en re-
giones poligonales mas sencillas. Aplicando a dichas regiones un catalogo
de plantillas de mallado, se generan los elementos cuadrangulares deseados.
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Figura 4: Método directo de descomposicién por eje medio.

Autores como Chae [8] y Nowottny [39] han propuesto algunas mejoras a
este algoritmo. Otra alternativa, generando la descomposiciéon en poligonos
convexos es la propuesta por Joe [23].

Tam y Armstrong [56] introdujeron la descomposicién del dominio a
través de su eje medio (figura 4). A las dreas resultantes tras esta des-
composicién, se les aplican de nuevo plantillas de mallado para generar la
discretizacién.

Sarrate y Huerta [50] desarrollaron un algoritmo que cabe también cla-
sificar como método directo por descomposicién, si bien su planteamiento
difiere de los anteriores en que el resultado de la descomposicion es ya el ma-
llado cuadrangular buscado. Los algoritmos que hemos mencionado en esta
categoria aplican una descomposicién en regiones sencillas, que posterior-
mente son malladas. Por contra, Sarrate y Huerta descomponen el dominio
recursivamente hasta que todas las regiones resultantes son cuadrildteros
(figura 5).

El algoritmo de Sarrate y Huerta realiza la descomposicién de un con-
torno en dos mitades asignando una funcién de coste a todas las lineas
candidatas a ser divisoras, y eligiendo aquella cuyo coste sea menor. Bastian
y Li [2] proponen algunas modificaciones, si bien el algoritmo es el mismo.

2.1.2.2.2. Por frente de avance

Otra categoria de métodos directos la constituyen los conocidos como
frente de avance (advancing front en inglés). Consisten en ir mallando anillos
paralelos al perimetro, hacia el interior del dominio. Cabe destacar el de
Blacker y Stephenson [3], llamado paving por sus autores. El concepto es
sencillo, pero la complejidad surge al tener que considerar muchos casos
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(a) Contorno inicial (agujeros ya unifica- (b) Primera subdivisién (en la clave del arco
dos). central).

(c) Segunda subdivisién. (d) Progreso de las subdivisiones.
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(e) Fase avanzada de subdivisién. (f) Mallado finalizado y relajado (670 cua-
drildteros).

Figura 5: Aplicacién del algoritmo de Sarrate y Huerta [50] a la seccién transversal de
la Catedral de Palma de Mallorca por el segundo peripiafio (la geometria del contorno
procede del estudio realizado por [32]).
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(a) Mallado del primer anillo. (b) Mallado del segundo anillo.

Figura 6: El algoritmo paving de Blacker y Stephenson [3] requiere la consideracién de un
catélogo importante de casos particulares, como los producidos por las auto-intersecciones
en el mallado del segundo anillo de este ejemplo.

particulares, debido a las auto-intersecciones producidas conforme los anillos
avanzan hacia el interior (figura 6).

En cualquier caso, una vez solventadas con éxito dichas situaciones con-
flictivas, se trata de un algoritmo que logra de manera natural que los cua-
drilateros estén orientados fielmente segin las direcciones del perimetro.

2.2. Mallado en GPU

Las caracteristicas y programabilidad de las GPUs actuales ha posibi-
litado su empleo para el mallado en aplicaciones de andlisis de elementos
finitos.

Los primeros avances al respecto trataron la generacién de diagramas Vo-
ronoi en GPU. No eran malladores, pero aportaron una primera experiencia
necesaria para los desarrollos posteriores.

Rong et al [48] fueron los primeros en implementar en GPU la triangu-
lacién Delaunay plana (no restringida), si bien se requeria también la co-
laboracién de la CPU. Plantean una construccién del diagrama Voronoi de
manera discreta (en una imagen/textura con una resolucién en pizels fijada
por el usuario). Posteriormente se usa la CPU para ajustar las coordena-
das desde el espacio discreto al espacio continuo. Los autores midieron una
mejora de rendimiento de alrededor de un 53 % comparada con el software
Triangle de Shewchuk [52], que opera exclusivamente en CPU.

Qi et al [45, 46] continuan el trabajo de [48], pero logran implementarlo
completamente en GPU, y con la capacidad adicional de generar triangula-
ciones Delaunay restringidas(®”). Consiguen un incremento de rendimiento

®MEn las triangulaciones Delaunay restringidas se fuerza que algunas aristas formen
parte del mallado.
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de 10 a 30 veces el de Triangle. Otras implementaciones de la triangulacion
Delaunay en GPU son Navarro et al [36], y Kandasamy y Konig [25].

También se han desarrollado algoritmos para la triangulacion 3D Delau-
nay en GPU, como Nanjappa [35] y Cao et al [6].

Todos estos trabajos estan limitados a mallados triangulares, pero evi-
dentemente el mallado cuadrangular deberia de poder beneficiarse igualmen-
te del aprovechamiento de GPUs. Para ello, comenzaremos estableciendo los
criterios que lo faciliten.

2.3. Programacién en GPUs

Tal y como se mencionaba en el apartado Motivacion y presentacion, los
subsistemas precursores de las actuales GPUs eran placas con un elevado
numero de circuitos integrados.

Algunos de sus componentes se dedicaban a la gestién de pizels (dibu-
jo de pizels, aceleracién de operaciones Bl TBLT3®), gestion de texturas,
rasterizacion de lineas y poligonos, etc. .. ).

Otros componentes de estos aceleradores graficos se dedicaban a proyec-
tar coordenadas 3D en el espacio 2D de la pantalla, asi como a calcular la
iluminacién de vértices segin la normal a la superficie y el vector director de
la fuente de luz. Problemas que se traducen en la multiplicacién de millones
de vectores 3D 6 4D por matrices 4x4, es decir, operaciones aritméticas de
coma flotante sobre grandes volimenes de datos (figura 7).

Esta funcionalidad se programaba llamando a librerias graficas como
OpenGL [53], con una funcionalidad fija. Es posible emplear OpenGL para
acelerar tareas no graficas, utilizando por ejemplo las coordenadas X, Y, Z
espaciales o los colores R, G, B de pizels, para almacenar otras magnitudes
de diferente naturaleza, pero evidentemente no es trivial hacerlo, ni tampoco
se dispone de la flexibilidad deseada.

(29E] acrénimo BITBLT procede del inglés bit block transfer y se refiere a operaciones
sobre bloques de pizels en imdgenes de mapa de bits, aplicando operadores de Boole (y
operadores aritméticos en general en chips mds potentes). En la década de 1980, la proli-
feracién de interfaces graficas de ventanas y los videojuegos 2D, propiciaron la necesidad
de aliviar a la CPU del trabajo de mover rectdngulos de pizels de una parte a otra de la
pantalla, y se hicieron populares los chips aceleradores de operaciones BITBLT, tanto en
ordenadores domésticos (VDP V9938 en ordenadores MSX2) como en estaciones graficas
de elevado coste (Silicon Graphics, entre otros).
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nilght Geometry
Engine Chips
Provide 256 MFLOPS
through an effective multi-
chip module design

nnunl Integrated
Raster Engines

Two RE3 Raster Engines
hald 200,000 custom gates
running at 50MHz

BCnmmand Engine
The HQ2 is an 80,000 gate
device that delegates
graphics primitives to the
Geometry Engine proces-
sors

nllve Video 1/0 Slot
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Figura 7: Subsistema grafico Extreme, del afio 1994, formado por tres placas para esta-
ciones Indigo2 (fuente: Silicon Graphics, Inc.). Nota: Los Geometry Engines (marcados
con el numero 1) son componentes especializados en cdlculo masivo con coma flotante
(rendimiento tedrico total de 256 MFLOPS), mientras los Raster Engine (marcados con
el nimero 2) estdn especializados en operaciones con pizels y nimeros enteros.
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Algunos aceleradores se basaban en chips capaces en teoria de ser re-
programados para otras tareas (por ejemplo, los Geometry Engine del sub-
sistema grafico Reality Engine eran chips Intel i860XP, procesadores RISC
que pueden operar como CPU de propdsito general) pero los fabricantes
de aceleradores graficos no facilitaban las herramientas necesarias para tal
reprogramacion.

No obstante, algunas extensiones de OpenGL ayudaban a aprovechar la
potencia de calculo de los aceleradores graficos para tareas no graficas. Por
ejemplo, las extensiones Imaging de OpenGL (capitulo 10, “Imaging Exten-
sions”, de [26]) proporcionaban operaciones de convolucién aceleradas en
hardware (extension GL_EXT-convolution), y también multiplicaciéon masi-
va de vectores 3D y 4D por matrices 4x4 almacenando el resultado en la
memoria grafica (mediante la extension GL_SGI_color_matriz), mapeado de
valores numéricos mediante tablas (extensién GL_SGI_color_table), y obten-
cién de histogramas (con la extension GL_EXT_histogram).

Se trataba evidentemente de extensiones dirigidas inicialmente al proce-
so de imagenes, pero podian aplicarse a otras tareas de calculo numérico,
aprovechando asi la potencia de calculo de coma flotante de los subsistemas
graficos para aplicaciones no gréficas.

Posteriormente OpenGL incluyé la posibilidad de programar shaders?)
(pequenos programas escritos en lenguaje GLSL, de sintaxis casi anédloga
al lenguaje C, que permitian modificar los colores de los pizels y las coor-
denadas de vértices con una flexibilidad mucho mayor que la funcionalidad
tradicional de OpenGL). Todavia no podia decirse que el hardware grafico
era completamente reprogramable a voluntad, pero claramente se marcaba
el camino en esa direccién.

La evolucion desde estos aceleradores graficos hacia las GPUs ha produ-
cido notables cambios:

e La funcionalidad que antes se lograba mediante multitud de circuitos
integrados, hoy se encuentra concentrada en un unico chip, la GPU,
conduciendo asi a mayores rendimientos y mayor economia de produc-
cion.

e El deseo de programabilidad ha influido también en el diseno de GPUs,

(29E] concepto de shader proviene de Pizar. La especificacién Pizar RenderMan [57],
de 1989, define el empleo de shaders para dotar de una mayor flexibilidad al proceso de
renderizado. Afos més tarde, OpenGL reutilizé esta idea (hecha ya popular también en la
mayoria de herramientas de disefio de graficos 3D).
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buscando que sea flexible y aprovechable en aplicaciones diversas.

e Las versiones recientes de la libreria grafica OpenGL poseen una pro-
gramabilidad casi total, aunque sigue enfocada a graficos.

e Se han desarrollado nuevas librerfas (como CUDA y OpenCL) que
permiten programar una GPU de manera completamente genérica,
con lenguajes de alto nivel similares a C'y C++.

Como ejemplo de disefio de una GPU actual, podemos observar la arqui-
tectura Pascal de NVIDIA [41]. Su configuracién méxima se encuentra en el
chip GP100, destinado a tarjetas de calculo cientifico de la gama Tesla.

Eliminando diversos grados de funcionalidad del chip GP100, se han
obtenido diferentes GPUs (GP102, GP104, y GP106), con un abanico de
precios diverso, dirigidas a diferentes sectores, desde juegos a usuarios pro-
fesionales.

La arquitectura Pascal pone de manifiesto el deseo de flexibilidad y pro-
gramabilidad que ha acompanado a la evolucién de las GPUs, a través de
las siguientes caracteristicas:

e Nicleos de proceso de funcionalidad flexible: Las GPUs actuales se
disenan sobre un nticleo de proceso bésico y programable que se repite
de manera masiva en una arquitectura paralela. El chip GP100 consta
de 3584 ntcleos CUDA de coma flotante de 32 bits, y 1792 de 64 bits.

e Aumento del tamano de los cachés de memoria (ya introducido por
NVIDIA en anteriores generaciones de GPUs)3%),

e Memoria unificada: La GPU soporta direccionamiento de 49 bits, de
manera que puede direccionar toda la memoria del espacio de la CPU.
Unido a un sistema de proteccién de paginas de memoria implementa-
do en la GPU, permite gestionar la memoria de manera unificada entre
CPUy GPU, haciendo no sélo la programacién en GPU més sencilla,

B9En las primeras GPU que permitian programacién de propésito general, habia una
penalizacién muy importante de rendimiento cuando muchos nicleos de la GPU accedian
a la misma posicién de memoria. Esto no afectaba a tareas graficas, pues era sencillo
conseguir que cada nicleo accediese a diferentes vértices, pizels, etc..., pero al programar
algoritmos arbitrarios en GPU, se puso de manifiesto que hay procedimientos que requieren
que muchos nicleos accedan a los mismos datos a la vez, con la consiguiente penalizacién
y disminucién de rendimiento. El uso de cachés en la GPU soluciona este problema. En
el chip GP100, el caché de segundo nivel se ha aumentado a 4 MB.
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sino aumentando el rendimiento: sélo se realizan copias de paginas de
memoria entre CPUy GPU cuando una de ellas intenta acceder a me-
moria que ha sido modificada por la otra. En caso contrario, acceden
a memoria local directamente.

e Compute preemption (prioridad de computacién): Un problema fre-
cuente cuando se usan GPUs para cédlculo intensivo es que el sistema
puede dejar de responder, o hacerlo muy lentamente, debido a que la
GPU esté muy solicitada y deje de atender a las tareas gréficas de
la interfaz de ventanas del sistema operativo. La arquitectura Pascal
soluciona este problema mediante cambios de contexto muy rapidos,
a nivel de instruccién de programa, permitiendo ejecutar varias apli-
caciones sin que el sistema deje de dar una respuesta interactiva.

e Operaciones atomicas nativas en GPU: En implementaciones paralelas
de algoritmos surge la necesidad de modificar datos de manera segura
en memoria compartida. En GPUs antiguas esto requeria bloquear la
memoria para lograr comportamiento atémico, acarreando una grave
penalizacién de rendimiento. Al tener ahora operaciones atémicas na-
tivas, no es necesario bloquear la memoria, y el rendimiento paralelo
de algoritmos es mayor.

Una variacién interesante del chip GP100 la constituye la GPU GP102
(figura 8), empleada en la tarjeta Titan X Pascal, dirigida a un sector se-
miprofesional. La diferencia més notable se encuentra en el rendimiento de
coma flotante de 64 bits. En el chip GP100, dicho rendimiento es la mitad
del de 32 bits, mientras que en el GP102 se reduce a 1/32 del de 32 bits.
Esta es probablemente la razén que con mayor peso justifica la diferencia de
precio entre ambas GPUs, asi como el sector a que van dirigidas.

Las GPU de la arquitectura Pascal se componen de unos bloques comu-
nes, cuyo tamano y numero varia segun cada chip. El bloque mayor en la
jerarquia se denomina Graphics Processing Cluster (GPC), y es en s{ mismo
una GPU. La GP102 tiene 6 GPC, asi que podemos decir que esta formada
por 6 GPU que operan en paralelo. En la GP102, cada GPC se compone de
5 Streaming Multiprocessors (SMs) y de un Raster Engine. A su vez, cada
SM esté formado por 128 niticleos de proceso CUDA.

Teniendo en cuenta que la GP102 posee 28 SMs operativos, el nimero
total de nicleos CUDA es de 3584 (figura 8).

Se ha mencionado que el diseno de GPUs ha evolucionado hacia una
mayor flexibilidad de programacion, pero eso no significa que sean ahora
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(a) Diagrama esquemdtico de la GPU GP102, con sus 6 GPC, 5 SM por GPC, y
128 nicleos CUDA por cada SM (de los 30 SM que aparecen en el diserio, son funcionales
28, dejando 2 no operativos por criterio de fabricacion —en total, los 28 SM contienen
3584 nicleos de coma flotante de 82 bits, con un rendimiento tedrico de 11 TFLOPS). El
chip contiene 12000 millones de transistores.

SANVIDIA.
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(b) Tarjeta Titan X. El chip central con el logotipo NVIDIA es la GPU GP102.

Figura 8: Disefio de una GPU moderna: NVIDIA Titan X (Pascal), afio 2016. A diferencia
de los subsistemas gréficos de antafio, ahora toda la funcionalidad se encuentra concentrada
en el unico chip de la GPU. Los doce chips que rodean la GPU son los 12 GB de memoria
que posee la tarjeta.
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Figura 9: Una GPU dedica a operaciones aritméticas un nimero de transistores mucho
mayor que una CPU (cada pequeno cuadrado de la figura derecha representa un niicleo de
cdlculo aritmético, en comparacién con la menor drea ALU de la CPU), pero tiene menos
recursos dedicados a caché y a control de flujo de programas (fuente: NVIDIA [40]).

analogas a una CPU. Las GPUs dedican una cantidad mayor de transistores
a operaciones aritméticas, gracias a lo cual logran su elevada potencia de
célculo (figura 9).

Sin embargo, tienen menos recursos para control del programa, aspecto
que puede acarrear un impacto negativo de rendimiento al programarlas, si
no se tiene en cuenta.

A este respecto, las GPUs son maquinas SIMD (Single Instruction, Mul-
tiple Data), donde una instruccién se aplica a varios datos en paralelo. Pa-
rece que contamos con varios hilos de ejecucién en paralelo, pero sin em-
bargo comparten un tnico contador de programa (es una instruccién dinica
en realidad). Eso significa que, cuando tenemos sentencias condicionales, si
se produce una ramificacién en la ejecucién del programa afectando sdélo a
unos datos, habra una penalizaciéon en el rendimiento debido a que el resto
de hilos se quedaran en pausa hasta que finalice la ramificacién.

Se puede extraer la conclusién de que escribir programas en una GPU
es complejo y dificil, pero no es menos cierto que con el paso del tiempo se
han mejorado sus herramientas de programacién, tratando de conseguir que
programarlas no entrane dificultad mayor que hacerlo para una CPU. De
hecho, actualmente podemos escribir programas para GPU en lenguajes de
alto nivel, disponiendo ademé&s de completos depuradores que nos indican
las causas de rendimientos inferiores a los esperados si ello sucede.

Son dos las plataformas que gozan de mayor extensién de uso en la ac-
tualidad: OpenCL [51] y CUDA [40]. OpenCL es un estandar soportado por
varios fabricantes. Practicamente todos los fabricantes actuales de GPUs y
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CPUs proporcionan una implementacién OpenCL para acceder a su hard-
ware. CUDA es una plataforma desarrollada por NVIDIA, y requiere una
GPU NVIDIA.

Tanto OpenCL como CUDA permiten programar la GPU en una sintaxis
muy similar al lenguaje C' (de hecho, la implementacién realizada en esta
Tesis Doctoral utiliza unos mismos archivos de cédigo fuente que, median-
te la adecuada eleccion de directivas del preprocesador de C, pueden ser
procesados tanto por un compilador estandar de C, como por una de estas
plataformas de programacién de GPU ).

Usando por tanto un lenguaje de alto nivel, y prestando atencién a las
caracteristicas del diseno de una GPU que hemos visto, se pueden programar
muy diversos algoritmos en GPU.

2.4. Programacion en CPUs de miiltiples niticleos

Como aprovechar los recursos actualmente disponibles implica también
el empleo de CPUs multi-nicleo, necesitamos elegir la manera de progra-
marlas. Las CPU més extendidas no son méquinas SIMD, por lo que no
cabe considerar los condicionantes expuestos en el apartado anterior sobre
programacion de GPUs.

Existen multitud de librerias de programacién, y funciones del Sistema
Operativo, que hacen posible escribir programas en paralelo, y lograr su
ejecucién en varios nicleos.

No obstante, se da la circunstancia de que OpenCL permite ejecutar
programas no sélo en GPU, sino también en CPU, y aprovechando todos
sus nucleos (en realidad también permite ejecutar un programa paralelo de
manera hibrida, en GPUy CPU a la vez).

Esta flexibilidad de OpenCL posibilita una sencilla comparativa de ren-
dimientos de algoritmos en GPU y CPU, al tiempo que simplifica notable-
mente el trabajo al emplear la misma plataforma para programar ambos
dispositivos.

Si a ello le unimos la disponibilidad de OpenCL en diferentes fabrican-
tes, se entiende su eleccién en la implementacién aqui realizada de mallado

cuadrangular.

Cabe decir, sin embargo, que NVIDIA tiende a implementar OpenCL
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como una capa sobre CUDA. Por ello, si se desea un rendimiento méaxi-
mo en una GPU NVIDIA, seria recomendable el empleo de CUDA, siendo
conscientes de que dicha plataforma no estd disponible en otros fabricantes.

2.5. Acceso a OpenCL

OpenCL se distribuye como una biblioteca de tiempo de ejecucién, pro-
porcionada por cada fabricante de GPU y generalmente incluida en sus dri-
vers graficos. Para desarrollar un programa que acceda a OpenCL suele ser
necesario instalar un entorno de desarrollo de OpenCL (SDK), que es tam-
bién facilitado por cada fabricante y para cada sistema operativo. Es decir,
el desarrollador del programa necesita la biblioteca de tiempo de ejecucion,
pero también el SDK. El usuario final sélo necesita la biblioteca para poder
ejecutar el programa.

Sin embargo, al emplear OpenCL en el desarrollo de una aplicacion,
aparecen pronto las siguientes cuestiones:

e Al compilar un ejecutable con el SDK de OpenCL, se enlazan las fun-
ciones de OpenCL a las que el programa accede. Si el sistema del
usuario no posee OpenCL, lo méas probable es que el programa genere
un error de enlace dindmico al arrancar, sin ni siquiera poder avisar
al usuario de la necesidad de instalar una implementacién OpenCL, o
incluso sin poder seguir ejecutandose con una implementacién alter-
nativa que no requiera OpenCL.

e A lolargo de los anos se han ido publicando varias versiones de OpenCL.
En concreto, hasta la fecha han visto la luz las versiones 1.0, 1.1, 1.2,
2.0, 2.1, y 2.2. Cada una de estas versiones ha ido anadiendo funciones
nuevas. Esto complica aiin mas la cuestion anterior, ya que un progra-
ma desarrollado para OpenCL 2.2 podria generar un error de ejecucion
al arrancar si el usuario tiene una version anterior de OpenCL, sin que
el programa pueda avisar al usuario.

Es cierto que algunos sistemas operativos soportan el enlace dindmico
diferido, que permitiria reducir el impacto de estas cuestiones. Pero se ha
estimado mas apropiado desarrollar una biblioteca ex profeso que propor-
cione una solucién satisfactoria en cualquier sistema operativo, y que haga
méas cémodo el acceso a OpenCL.

Asi pues, durante la implementaciéon del mallador, se ha desarrollado
conjuntamente la biblioteca “AccCL”. Permite que un programa acceda a



2.5 Acceso a OpenCL 29

OpenCL pero pueda ejecutarse igualmente si el sistema del usuario no dispo-
ne de OpenCL. Y también permite que un programa pueda ejecutarse en una
versién de OpenCL anterior que para la que ha sido desarrollado. Proporcio-
na al programa unos mecanismos seguros para detectar dichas situaciones y
poder obrar en consecuencia.

Al mismo tiempo, AccCL incluye todas las definiciones y prototipos de
funciones necesarias para compilar con OpenCL, por lo que hace innecesario
instalar el SDK (de hecho todo el cédigo de mallado se ha escrito y compilado
sin instalar un SDK OpenCL).
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3. Resultados

3.1. Criterios para la eleccién del algoritmo de mallado

A partir de la clasificacion de algoritmos de mallado cuadrangular reali-
zada, y teniendo en cuenta los aspectos mencionados en los apartados ante-
riores, cabe pronunciarse sobre las caracteristicas deseables en un algoritmo
para que pueda implementarse de manera 6ptima y eficiente en CPUs y
GPUs actuales.

Dado que no partimos de la premisa de que el dominio vaya a ser asimila-
ble a una figura regular, ni tampoco imponemos que la densidad de mallado
sea constante, vamos a centrarnos en mallado no estructurado, pues es el
unico con flexibilidad suficiente para adaptarse a geometrias complejas. No
obstante, cuando el dominio sea razonablemente regular y la densidad de
mallado sea constante, seria ventajoso que el algoritmo crease un mallado
estructurado en aras de una mayor calidad de forma en los cuadrilateros.

No disponemos de un mallado triangular previo. Ademés, los métodos
indirectos no garantizan mayor calidad de elementos que los directos, a la vez
que su eficiencia depende de la del procedimiento de triangulacién empleado.
Por ello, nos decantamos por elegir un método directo admitiendo que,
una vez tengamos encima de la mesa todos los criterios de decisién, se podria
revisar.

Con anterioridad hemos visto que los avances en CPUsy GPUs actuales
van en la direccién de aumentar el nimero de nicleos de proceso. Por tanto,
si pretendemos una implementacién éptima en hardware actual, el algoritmo
debe ser paralelizable.

Por la misma razén (y también por las penalizaciones de rendimiento
que un exceso de sentencias condicionales ocasionan al programar GPUs),
es preferible optar por algoritmos que no requieran considerar casos particu-
lares durante el progreso del mallado o que, al menos, los casos particulares
sean pocos, y su tratamiento sencillo. Conforme aumenta el niimero de casos
particulares a tratar, mayor es la complejidad de la implementacién, y més
se dificulta que la ejecucién en paralelo sea eficiente.

Algunos requisitos que exigimos han quedado implicitos porque practi-
camente todos los métodos de mallado mencionados los satisfacen. Sin em-
bargo, es conveniente hacerlos explicitos: Deseamos que los cuadrilateros
generados por el mallador tengan una calidad adecuada para su aplicacién
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en andélisis de elementos finitos. Ademas, el mallado ha de ser automatico, sin
la intervencién del usuario, y no debe existir riesgo de que la discretizacién
producida sea degenerada.

A modo de resumen, las caracteristicas que buscamos en el algoritmo
son las siguientes:

e Debe generar mallados no estructurados, pero es deseable que tienda
a crear un mallado estructurado cuando el dominio y la densidad de
mallado lo permitan.

e En principio preferimos un método directo.

e Debe de poderse paralelizar de manera éptima.

e Debe quedar libre de la consideraciéon de casos particulares numerosos
y complejos.

e Los elementos cuadrangulares resultantes deben tener una calidad
Optima para un anélisis de elementos finitos.

e El usuario no debe intervenir en el proceso de mallado.

e No debe existir posibilidad de que ocurran situaciones anémalas que
conduzcan a una geometria degenerada.

e Su implementacién debe ser muy sencilla, para poder velar adecuada
y eficientemente por todos estos requisitos.

Estos condicionantes nos invitan a descartar los métodos basados en
frente de avance, puesto que el tratamiento de los casos particulares que
surgen es complejo, como ya hemos visto.

Por contra, los métodos de descomposicion si parecen responder mejor a
los criterios exigidos. Para empezar, la descomposicién genera un conjunto de
regiones dividiendo el dominio inicial, lo que facilitard una implementacién
en paralelo 6ptima.
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3.2. Algoritmos y procedimientos propuestos

De entre los algoritmos de mallado cuadrangular no estructurado dis-
ponibles en la actualidad, y teniendo en consideraciéon los criterios que se
acaban de exponer, se ha optado por implementar el algoritmo de Sarrate y
Huerta [50] por las siguientes razones:

e No necesita resolver encuentros geométricos complicados como los que
suelen aparecer en algoritmos de tipo frente de avance (como el “pa-
ving”), y que dificultarian la paralelizacién.

e No se basa en una triangulacién previa (pertenece al grupo que antes
hemos llamado “métodos directos”, por lo que no requiere haber hecho
un mallado triangular inicial).

e El mallado se genera por descomposicién sucesiva del contorno inicial.
La busqueda de la mejor linea candidata de subdivisién en cada fase
del mallado sugiere una sencilla paralelizacién del problema.

e La implementacién es relativamente sencilla porque no hay casos par-
ticulares que requieran un tratamiento especial (la dnica excepcién
aparece al subdividir contornos de 6 lados, que en algunos casos re-
quieren un tratamiento especial, pero los beneficios de la paralelizacion
se observan en contornos més grandes, por lo que los de 6 lados pueden
tratarse de manera mds eficiente en cédigo secuencial).

No obstante, el algoritmo de Sarrate y Huerta tiene también algunas
caracteristicas que a priori podrian dificultar su paralelizacién en GPU:

1. La eleccién de la mejor linea de subdivisién se realiza mediante una
funcién de coste cuyo valor depende de todo el contorno.

2. La evaluacién de la funcién de coste necesita medir areas y comprobar
la interseccién entre segmentos de recta y poligonos —ambos proble-
mas requieren emplear sentencias condicionales y bucles.

La primera dificultad implica que todos los procesos paralelos necesitan
acceso a la geometria completa del contorno. Los nticleos de las GPU actuales
tienen memorias rapidas (locales) de tamano limitado (en general de un
tamano mas pequeno que los datos de un contorno que pueda beneficiarse de
paralelizacién). La memoria global de las GPU suele ser grande (actualmente
en el orden de varios GB), pero es mucho més lenta que las memorias locales
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de cada ntcleo de proceso. Por ello, la imposibilidad de dividir los datos del
contorno para que quepa en la memoria local de cada ntcleo, conlleva que
va a existir una penalizacién de rendimiento en el acceso a memoria si se
implementa en GPU. De todos modos, recordemos que los tltimos disenos
de GPU han introducido cachés de memoria mas eficientes que en el pasado,
lo que puede aminorar esta penalizacién.

La segunda dificultad significa que el codigo de evaluacién de la funcién
de coste va a tener ramificaciones, tanto por las sentencias condicionales,
como también por los bucles. Pero hemos dicho que los nticleos de proceso
de las GPUs suelen ser de tipo SIMD, cuyo paralelismo es s6lo a nivel de
datos: cuando un nitcleo de tipo SIMD de una GPU llega a una ramificacién
del cédigo, sélamente puede ejecutar uno de los dos caminos. En ese punto,
una parte de los hilos se seguiran ejecutando, pero el resto quedara en pausa
hasta que acabe la ramificacién de cédigo de los otros hilos. Como conclu-
sién, de nuevo esta dificultad va a acarrear una penalizacién de rendimiento
en GPU (en cualquier caso, las GPU suelen tener varios nicleos SIMD inde-
pendientes, y cada uno de ellos si que puede ejecutar instrucciones diferentes
en paralelo).

Sin embargo, se trata de dificultades que pueden salvarse si las tenemos
en cuenta en la implementacién en GPU. Ademés, no afectan a la paraleli-
zacién mediante CPU de multiples nicleos, pues ni tienen memorias locales
reducidas, ni basan su paralelizaciéon en SIMD (aunque algunas tienen ex-
tensiones SIMD para multimedia), sino en MIMD (“multiple instruction,
multiple data”) que nos permiten ejecutar varias ramificaciones de cédigo de
manera simultanea.

Por todo ello, y como conclusién de la eleccion del algoritmo, podemos
decir que:

e El algoritmo va a poderse paralelizar de manera sencilla (la evaluacién
de la funcién de coste de una linea es una tarea claramente indepen-
diente y separable, de paralelizacién trivial).

e Su rendimiento con GPU podria verse penalizado (aunque dependera
mucho de la arquitectura concreta de cada GPU: tamano de memorias
locales, nimero de nticleos SIMD independientes).

e Su rendimiento con CPUs multi-nicleo puede ser muy bueno, y se
espera que escale muy bien con el nimero de ntcleos.
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3.2.1. Descripcién del algoritmo de mallado elegido

Una descripcién exhaustiva del algoritmo puede consultarse en [50]. No
obstante, de manera resumida se exponen a continuaciéon los puntos mas
significativos.

3.2.1.1. Requisitos de los datos de entrada

Los datos de entrada consisten en una definicién del dominio, asi como
el tamafio deseado de los elementos. El dominio debe cumplir los siguientes
requisitos:

e Es un contorno poligonal plano y cerrado, definido por una lista orde-
nada de vértices que se conectan entre si mediante segmentos rectos.

e No puede haber intersecciones entre los segmentos rectos que consti-
tuyen el contorno (excepto en los vértices, naturalmente).

e Si el dominio tiene agujeros, se definiran mediante costuras formadas
por segmentos solapados que comuniquen el contorno exterior con cada
agujero. Es decir, finalmente el dominio consiste en la definiciéon de un
Unico contorno poligonal.

e Los vértices del contorno se especifican en orden antihorario (éste no
es un requisito realmente imprescindible, pero permite incrementar el
rendimiento de algunos calculos, y por ello se ha tomado la decisién
de exigirlo como requisito).

e Si el dominio define varias dreas separadas pero que se tocan en al-
gunos vértices comunes, es posible describir el dominio mediante un
contorno diferente para cada area (y aplicar el algoritmo a cada uno
de los contornos por separado), o bien definirlas mediante un tnico
contorno, siempre y cuando en los vértices de conexién no se modifi-
que el orden antihorario de cada una de las areas: todas ellas tienen
que estar definidas de manera antihoraria (figura 10).

Por otra parte, es también necesario definir el tamano deseado de los
elementos del mallado. El algoritmo permite generar mallados cuya densidad
sea variable a lo largo del dominio. Sarrate y Huerta sugieren emplear una
funcién que proporciona el valor del tamano de los elementos en cada punto
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Figura 10: Dos édreas con vértices comunes. Pueden especificarse como dos contornos, o
como un unico contorno, pero siempre definidos en sentido antihorario.

del dominio (dicha funcién podria definirse mediante una imagen en la que el
valor de cada pizel indique el tamano deseado de elemento para cada zona).

En la implementacion realizada en la presente Tesis Doctoral se ha opta-
do por especificar el tamano de los elementos de otra manera: adjudicando a
cada vértice del contorno inicial una tercera “coordenada” que define preci-
samente el tamano de los elementos que estén conectados con el vértice. Se
ha elegido este camino porque es habitual que, en el momento de definir el
contorno, el usuario conozca qué densidad de mallado desea en cada vérti-
ce. Asignando a cada vértice su densidad se agiliza el trabajo de preparar
los datos de entrada, al no ser necesario definir una funcién o imagen de
“densidades de mallado”.

Sin embargo, es cierto que el camino elegido no contempla la situacion
de poder desear una variacién en la densidad de mallado en una zona en que
no haya ninguin vértice. Siempre que se desea variar la densidad de mallado
en una zona concreta, hay que situar al menos un vértice en dicha zona. En
cualquier caso, se trata de una decisién en la implementacién del algoritmo,
si bien se podria recuperar la propuesta inicial de la “funcién de densidad
de mallado” de Sarrate y Huerta.

Como se ha dicho, es posible aplicar el algoritmo a contornos con agu-
jeros si se realiza el preproceso de conectar los agujeros con el perimetro
exterior mediante aristas dobles, unificando asi el perimetro y los agujeros
como un unico contorno. En la implementacién realizada, se ha programado
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este preproceso de manera trivial, detectando qué contornos estan incluidos
dentro de otros, y conectandolos por los vértices que estén mas cerca. Los
resultados de la unificacién de agujeros obtenidos de esta manera han sido
satisfactorios, como puede observarse en la figura 11, asi como en el resto de
figuras que poseen agujeros.

3.2.1.2. Operacién general del algoritmo

El algoritmo consiste en dividir el contorno en dos mitades, por la “me-
jor” linea candidata posible, de manera que al aplicar sucesivamente el mis-
mo procedimiento a cada mitad resultante, se llegue finalmente a un mallado
cuadrangular con la calidad deseada.

Es por tanto un método sencillo, ya que se trata de un mismo paso que
aplicamos siempre de la misma manera a cada nueva subdivisién que se va
generando. Al llegar a contornos de 6 vértices puede ser necesario variar el
criterio de subdivision, pero esto se explicard mas adelante.

Antes de hacer la busqueda de la mejor linea de division, es necesario
realizar estos pasos previos:

e Sien el contorno inicial hay lados cuya longitud es mayor que el tamarno
deseado de elementos, los subdividimos insertando vértices intermedios
hasta conseguir que todos los segmentos del contorno cumplan con el
tamano deseado de elementos.

e Como cada lado une dos vértices cuya densidad de mallado puede
ser diferente, se hace necesario poder insertar vértices intermedios no
equidistantes, sino con una gradacién de la distancia entre ellos, de
manera que el primer y el ultimo segmento del lado tengan el tamano
especificado en el vértice al que se unen. La implementacion de esta
“gradacion de la distancia” se explicara mas adelante.

e Por ultimo, para tener garantia de que el contorno admita una sub-
divisién en cuadrilateros, se exige que el numero total de vértices del
contorno sea par. Esto puede obligarnos a modificar ligeramente la
densidad del mallado en algtiin lado. Por ello, si el contorno tiene un
numero impar de vértices, elegimos el lado de mayor longitud y le
obligamos a tener un punto intermedio més de los que estrictamente
necesitaria. Al ser el lado de mayor longitud, el error cometido en el
tamano de los elementos serd el menor posible.
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(a) Contorno inicial (agujeros ya unificados).

(b) Mallado (3872 cuadrildteros).

Figura 11: Panel perforado (nimero arbitrario de agujeros).
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Figura 12: La linea A no es candidata para subdivisién, por tener interseccién con el
contorno. La linea B si que es candidata.

Realizados estos pasos previos, estamos en condiciones de buscar la mejor
linea de subdivision.

Para dividir el contorno en dos mitades son lineas candidatas las que
cumplen los siguientes requisitos (ver figura 12):

1. Conecta dos vértices del contorno.

2. No posee interseccién con el contorno (excepto en sus vértices inicial
y final).

3. Es interior al contorno.

4. Divide al contorno en dos partes con area no nula (esto implica que la
linea no puede formar parte del contorno, pues en tal caso una de las
partes tendria drea nula).

Cada linea candidata tiene asociado un coste, que se evalia mediante
una funcién de coste. Se elige como mejor linea aquella que tiene un menor

valor de la funcién de coste.

Una vez encontrada la mejor linea, le anadimos vértices intermedios si es
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necesario para cumplir con la densidad de mallado (procedimiento analogo
al paso previo que hemos realizado con todos los lados del contorno inicial),
con la posibilidad de tener que modificar el nimero de vértices estrictamen-
te necesario para lograr que los nuevos contornos tengan numero par de
vértices.

Y con ello generamos dos nuevos contornos, borramos el contorno que
acabamos de subdividir, y aplicamos el mismo procedimiento a los nuevos
contornos. Este proceso contintia hasta que todos los contornos son cua-
drilateros.

3.2.1.3. Evaluaciéon de la funcién de coste

La funcién de coste de cada linea candidata se evalia de la siguiente
manera, premiando aquellas candidatas que se aproximan a la bisectriz en
el vértice correspondiente, generan una malla estructurada, unen dos puntos
que estén lo més cerca posible, y dividen al contorno en dos mitades de
similar drea. Una explicacién més pormenorizada de cada término puede
encontrarse en [50].

En la expresion de la funcién de coste, que se muestra a continuacién,
el primer sumando premia las candidatas que se aproximan a la bisectriz,
el segundo las que generan una malla estructurada, el tercero las que unen
vértices cercanos, y el cuarto las que dividen el contorno en areas lo mas
simétricas posible:

Funcién de coste = 0.52¢ + 0.170 + 0.17¢ 4 0.14« (1)
donde:
(1 si (a1+a2)<g y (a3+a4)<%
LT 27
1(¢1, G2) si o < (a1 +ag) < —
2 3
= 4 2m (2)
6 §<(043+Oé4)<?
2 2
V(a1 +az,a3 +asq) st (o +az) > g y (a3 +as) > gﬂ
\

|y — | + a3 — ay|
a1 +ag,a3 +oy) = 3
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Figura 13: Angulos para la funcién de coste de una linea candidata P; — P;. Las flechas
indican el sentido antihorario del contorno. Se trata de un unico contorno (los huecos
se encuentran unificados con el perimetro exterior a través de lados dobles, como se ha
indicado con anterioridad).
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donde a; y as son las areas de las dos mitades en que la linea candidata
divide al contorno.

Ok
3 5.6
4 4.0
5 36.0
6 60.0

Otros 80.0

Tabla 3: Valores de o; y 0; en vértices interiores (témese k = {4, j}) segin el nimero de
elementos comunes (cuatro elementos comunes indicarfan una malla localmente estructu-

rada).

Tabla 5: Valores de o; y 0; (témese k = {4, j}) en el perimetro de subdominios (generados
al subdividir el dominio inicial u otros subdominios).

Con todas las expresiones anteriores queda definido el valor de la funcién
de coste. Sarrate y Huerta incluyen otro término adicional que sélo es usado
al dividir contornos de 6 lados, y es multiplicado por cero en contornos con
numero de lados diferente de 6. Dado que la divisién de los contornos de 6
lados vamos a realizarla siguiendo el criterio de Bastian y Li [2], no se ha
definido dicho término adicional en las expresiones anteriores.

3.2.2. Modificaciones al algoritmo de mallado

Mientras se trabajaba con el algoritmo original, se ha encontrado conve-
niente realizar algunas modificaciones, expuestas a continuacion.
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3.2.2.1. Penalizacion de cercania al contorno

Una circunstancia que no es tratada en el algoritmo original y que pue-
de dar lugar a mallados de baja calidad es el riesgo de eleccion de lineas
candidatas que pasen demasiado cerca de otros vértices del contorno, en
relacion al tamano deseado de los elementos. Esto es especialmente perjudi-
cial porque puede dar lugar a elementos con algin lado mucho menor que
el resto.

En la funcién de coste (1) del algoritmo original, las candidatas que
pasan demasiado cerca de otros vértices no se ven penalizadas (figuras 14a
y 14b).

Para tratar de evitar que una candidata de este tipo sea elegida, se ha
optado por anadir un nuevo término a la funcién de coste, que tiene en cuenta
la relacién entre el tamano local del elemento de mallado y la distancia de
la candidata al vértice méas cercano:

51(0.7—d,)? sid, <0.7

0 en otro caso
donde:
d
dr = —*~ 12
ho) (12)

siendo d, la minima distancia desde la linea candidata a los puntos del
contorno cuya proyeccién sobre la candidata cae dentro de ella, y h(p) el
tamano deseado de elementos en el punto proyectado.

La funcion de coste aplicando esta penalizacion, queda:
feostep = 0.52¢ + 0.170 + 0.17¢ + 0.14a + (13)

En las figuras 15a y 15b puede observarse que esta ampliacién de la funcién
de coste nos proporciona el resultado deseado.

A priori, este nuevo término podria constituir un inconveniente para el
rendimiento éptimo del algoritmo, ya que nos obliga a calcular la distancia de
cada candidata a cada vértice del contorno. Pero como previamente hemos
hecho el test de interseccién de la candidata con el contorno (requisito previo
de toda candidata es que no exista tal interseccién), en dicho test hemos
obtenido ya la distancia buscada.

Obsérvese que una de las implementaciones mas éptimas para el test de
interseccién entre un segmento de recta y un contorno poligonal consiste en
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(a) Primera candidata (con algoritmo original).
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(b) Formas no deseadas en el resultado de (a)

Figura 14: Problemaética de proximidad de candidatas a vértices del contorno.
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(a) Primera candidata (aplicando penalizacién de cercania de candidatas a vértices del
contorno).

(b) Las formas no deseadas quedan eliminadas.

Figura 15: Solucién penalizando candidatas préximas a vértices del contorno.
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sustituir las coordenadas de los vértices del contorno en la ecuacién normal
de la recta de la candidata, para rapidamente descartar la posibilidad de in-
terseccion con segmentos del contorno cuyos extremos estén al mismo lado
del segmento de recta. Y ademads, de esta manera tenemos ya inmediata-
mente la distancia de la candidata a cada vértice del contorno, por lo que
esta modificacion del algoritmo no implica aumentar su coste de tiempo.

3.2.2.2. Contornos de 6 lados

Al aplicar el algoritmo original sobre una coleccién de ejemplos practicos
de contornos poligonales, y probando diferentes densidades de mallado, se
observa que la subdivisién de contornos de 6 lados es un momento critico. Ese
paso, en algunas circunstancias, puede dar lugar a cuadrildteros céncavos,
triangulares, o, en definitiva, elementos de baja calidad para un analisis de
elementos finitos.

Esto ya fue notado por Sarrate y Huerta, quienes proponen en [50] mo-
dificar los pesos de cada término de la funcién de coste cuando se estdn
subdividiendo contornos de pocos lados (ademés de anadir un término adi-
cional, como se ha mencionado con anterioridad). Una solucién alternativa
es la expuesta por Bastian y Li [2], quienes lo resuelven clasificando los con-
tornos de 6 lados en diferentes tipos, y aplican una subdivisién predefinida a
cada uno de ellos. Se ha elegido esta ultima opcién porque se ha observado
que en general proporciona elementos de mejor calidad.

La clasificacién de contornos de 6 lados propuesta por Bastian y Li se
basa en tipificarlos detectando lados consecutivos colineales y, en funcion del
tipo encontrado, proporcionar la mejor subdivisién posible. La clasificacion
de la topologia del contorno de 6 lados se realiza segtin la figura 16. La
subdivision a aplicar se encuentra en la figura 17 para cada uno de los casos
(nétese que la figura 17 no incluye el caso 4-1-1, pues Bastian y Li observan
que no ocurre en la practica y, caso de ocurrir, se deberia a un dominio mal
condicionado que mereceria reconsiderarse por parte del usuario).

Por ejemplo, una forma triangular con un vértice intermedio en cada
lado es un contorno de 6 lados (un hexdgono irregular con forma triangular)
y, segin Bastian y Li, le corresponderia el tipo 2-2-2 (dos lados colineales,
dos lados colineales, y otros dos lados colineales) cuya subdivisién 6ptima es
en tres cuadrildteros mediante la insercién de un nuevo vértice en el centro
del hexdgono triangular (resultado que no podria lograrse subdividiendo el
contorno con una unica linea candidata).
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Figura 16: Clasificacién de contornos de 6 lados segiin Bastian y Li [2].
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Figura 17: Soluciones para contornos de 6 lados segtin Bastian y Li [2].
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Figura 18: Mallado con subdivisién de hexagonos segiin Bastian y Li, con evidencias de
hexagonos de tipo 2-2-2.

En la figura 18 se puede observar precisamente el resultado de la subdi-
vidisiones de hexagonos de tipo 2-2-2. La malla ya ha sido relajada, pero se
sigue apreciando que habia formas triangulares que han sido descompues-
tas en tres cuadrildteros. Por lo demads, obsérvese que la funcién de coste
estd muy bien ajustada, pues propociona un mallado regular y estructurado
siempre que es posible, y slamente deja de ser estructurado en los puntos en
que es estrictamente necesario para adaptarse a un perimetro no ortogonal.

En la préactica, al implementar la clasificacion de Bastian y Li, se observa
que en la busqueda de lados colineales es conveniente aplicar un umbral
angular generoso, porque si dos lados consecutivos son casi colineales pero

no del todo, la subdivisién de mayor calidad es la obtenida considerando que
lo fuesen.

Experimentando con contornos de muy diversas formas, se ha observado
que es conveniente tomar un umbral angular de incluso 30°.

Aunque el hecho de tratar los contornos de 6 lados de manera espe-
cial pueda parecer en contra de la simplicidad y generalidad marcadas en
los objetivos, sin embargo el tiempo consumido por la subdivisién de di-
chos contornos es practicamente nulo en comparacion con el tiempo total
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de mallado. Por ello, no se consideran susceptibles de optimizacién, y queda
justificado tratarlos aparte en aras de una mayor calidad de su subdivisiéon
que, como se ha dicho, constituye un paso critico en cuanto a riesgo de
degeneracién geométrica se refiere.

3.2.2.3. Penalizacion de subdivisiones conflictivas

Es posible proporcionar unos datos de entrada que estén mal concebidos
y que sean especialmente dificiles de mallar con cuadrildteros. Nos referimos
aqui a contornos tales que, a pesar de ser pequenos y sencillos, incluso un
ser humano no seria capaz de encontrar un mallado cuadrangular de alta
calidad, salvo que modificase alguno de los datos de entrada.

Por ejemplo, considérese un contorno en el que todos sus lados midan la
unidad, y que deseamos mallar con cuadrilateros también de tamano unidad.
Si en ese contorno insertamos un agujero cuyos lados midan la centésima
parte de la unidad, y no tomamos la precauciéon de definir una gradacion
suave de la densidad de mallado, queda claro que el algoritmo se va a encon-
trar con situaciones de variaciones muy bruscas del tamano de elementos,
que necesariamente conduciran a elementos de baja calidad.

El problema es parecido a las candidatas cercanas a vértices del contorno,
que acabamos de exponer en el apartado anterior, porque ambos casos pro-
ducen que haya vértices que disten entre si una distancia mucho menor que
el tamano deseado de elementos en esa zona. Pero no puede solucionarse de
la misma manera, porque no es causado por hacer una mala elecciéon de la
candidata de subdivision, sino por unos datos de entrada mal concebidos.

Variaciones asi de bruscas del tamano de elementos constituyen un error
conceptual de diseno en el contorno o en la definiciéon de su densidad de
mallado, pero, incluso en tales casos, el algoritmo no deberia fallar, llegando
siempre a un mallado cuadrangular valido aunque su calidad sea baja.

Con esta finalidad, se ha introducido la modificacién de penalizar grave-
mente la funcién de coste de las lineas candidatas que generen cuadrildteros
céncavos o casi triangulares. Se penalizan sumandole al coste un valor arbi-
trario grande, y ademads exigiendo que, si esa candidata es finalmente elegida,
tenga como minimo 2 puntos intermedios de subdivision, para que los ele-
mentos resultantes sean como minimo hexagonos y su anomalia se arregle
en las siguientes iteraciones del algoritmo.

No obstante, es evidente que si el algoritmo necesita aplicar esta medi-
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da en algin paso, la calidad en la zona afectada puede ser demasiado baja
para un posterior andlisis de elementos finitos. Por ello, se recomienda im-
plementar el algoritmo de manera que al detectar este tipo de subdivisiones
conflictivas, se alerte al usuario y se le sugiera subsanar las deficiencias de
los datos de entrada.

3.2.2.4. Subdivisiéon en segmentos crecientes

Tal y como se ha adelantado en el apartado Operacion general del al-
goritmo, con frecuencia nos encontraremos con la necesidad de resolver el
problema de subdividir un segmento recto insertando vértices intermedios,
pero no equidistantes, sino en una gradacién creciente o decreciente si el
tamano deseado de elemento de mallado en los extremos inicial y final del
segmento es diferente.

Esta necesidad puede verse graficamente en las figuras 14a y 15a, en las
cuales la linea de subdivisién elegida conecta vértices con diferente densidad
de mallado, de manera que la nueva linea debe crearse con subdivisiones de
tamafo variable.

Se puede observar que este problema es andlogo a la interseccién de una
espiral logaritmica con el eje de abscisas (figura 19).

La ecuacién de una espiral logaritmica en coordenadas polares (r,6) es:
r = ae® (14)
donde a y b son parametros de la espiral.

Como estamos planteando la interseccion de la espiral con el eje de absci-
sas, los puntos de interseccién son aquellos que corresponden a revoluciones
completas de la espiral, es decir:

0=n-2m (15)

r = ae*" (16)

Supongamos que el tamano del primer segmento ha de ser s; y el del
iltimo segmento so, por lo que deseamos que las distancias entre los puntos
de la espiral con el eje de abscisas vayan variando gradualmente desde sq
hasta ss.
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N/

Figura 19: Dividir el lado AB en segmentos de tamano creciente sugiere calcular la in-
terseccién del lado con una espiral logaritmica convenientemente ajustada para que los
tamanos del primer y ultimo segmento sean los deseados. El problema se puede plantear
analogamente sobre el eje de abscisas.

Podemos obligar a que el tamano del primer segmento sea s1 si hacemos
que la distancia entre los puntos de la revolucién n = 1 y la revolucion n = 2
sea s1, lo cual nos lleva a la ecuacién:

odbr _ 2bm _ S1 (17)
a

De manera anéloga, si suponemos que vamos a necesitar ¢ revoluciones
para llegar desde el tamano s; hasta so, tendremos que exigir que la distancia
entre la revoluciéon n = ¢—1 y la revoluciéon n = ¢ sea ss, lo que nos conduce
a la ecuacion:

o2mbe _ 2rb(e—1) _ 52 (18)
a

Ademss, la longitud total de la linea que queremos subdividir es conoci-
da, pues es la distancia entre el vértice inicial y el final. Si llamamos L a la
longitud de la linea, tendremos que obligar a que la distancia entre el punto
de la revolucion n = 1 y el de la revolucién n = c¢ sea igual a L, lo que nos
proporciona una nueva ecuacién:

a

L
e27rbc _ e2b7r _ (19)
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Recapitulando, vemos que las ecuaciones (17), (18) y (19) son un sis-
tema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas (a, b, y ¢). Resolviendo el sistema,
obtenemos las soluciones:

—81(L — 82)2

T ) s2) 20

L—
b log (szé)
N 27
sz(Lfsl)2
c = _10g (31(L752)2>
L—
log ( L—jé)
donde a y b seran los pardmetros de la espiral, y ¢ el niimero de revoluciones,
es decir, el nimero de puntos para subdividir el segmento.

(21)

(22)

Para que la solucién que se acaba de presentar sea valida, se tiene que
cumplir:

L> s (23)
L > s (24)
S1 < 89 (25)

donde las dos primeras condiciones van a ser siempre ciertas (seria absurdo
tratar de subdividir la linea con segmentos més grandes que la linea), y la
tercera, en caso de no ser cierta podemos invertir el vértice inicial y el final
de la linea, y pasaria a ser cierta.

Sin embargo, aunque se trata de una solucién valida, plantea un proble-
ma;: en general, el nimero total de revoluciones ¢ no va a ser un numero
entero. Pero necesitamos crear un ntimero entero de subdivisiones. Una ma-
nera de solucionar este problema seria redondear ¢ a un valor entero, lo que
nos introduce la anomalia de que el valor del tltimo segmento ya no serd
igual a so. En la practica se ha observado que esto conduce a gradaciones
de baja calidad en algunos casos.

Por tanto, se hace necesario mejorar el planteamiento:
Primero se obtiene el valor exacto de ¢ a partir de la solucién que acaba-

mos de presentar. Redondeamos dicho valor a un nimero entero, e incluso
lo incrementamos o decrementamos en caso necesario (pues en apartados
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anteriores hemos dicho que podemos necesitar incrementar o decrementar el
numero de vértices del contorno para que sea par).

Al valor definitivo de revoluciones (ya entero, y ajustado para asegurar
la paridad de vértices del contorno), lo llamamos d.

Y a continuacién, planteamos un sistema similar al anterior, esta vez
exigiendo que el nimero de revoluciones sea d, y asumiendo que el primer
y el ultimo segmento no van a tener una dimension igual a s; y S, pero

52

exigimos que su relacién si que sea igual a k = g

52
S1

k= (26)

o2mbd _ 2mb(d—1) _ <e4b7r _ 62b7r> k (27)

La unica incégnita de la ecuacién (27) es b. Despejando, queda:

Expresando la ecuacién (19) con d en vez de ¢, podemos hallar el nuevo
valor de a:

L
e27‘(‘bd _ e?bﬁ — (29)
a

a = — — (30)

En esta nueva solucién de b y a queda claro que debe cumplirse d > 2,
pero esto va a ser siempre asi, por lo que no supone ningin problema.

Como conclusién, la subdivision de un segmento en partes de tamano
creciente se resuelve de la siguiente manera:

1. Conocidos el tamanio deseado del primer y del ultimo segmento, s; y
$9, comprobamos que s; < So. Si no se cumple, invertimos el sentido
de la linea, y resolvemos el problema simétrico.

2. Averiguamos el nimero exacto (en general no entero) necesario de
puntos, ¢, mediante la expresion (22).
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3. A partir de ¢, decidimos un nimero definitivo entero de puntos, d, que
podemos modificar, si procede, para garantizar la paridad de vértices
del contorno.

4. Hallamos el valor de los pardametros de la espiral logaritmica, a y b,
mediante las expresiones (30) y (28).

Y conocidos los parametros a y b, es trivial obtener los puntos de la linea
que nos generan segmentos con tamano creciente, aplicando la ecuacién de
la espiral logaritmica (ecuacién (16)) desde n = 1 hasta n = d.

3.3. Eficiencia en CPU y GPU de los algoritmos propuestos

Con una implementacién secuencial cuidadosa del algoritmo se puede
conseguir, con procesadores actuales, un rendimiento aceptable para muchos
usos. En cualquier caso, la forma del contorno posee un impacto importante
en el tiempo de mallado, debido a que el coste del test de interseccién de
cada candidata con el contorno depende de la topologia de éste. Véase por
ejemplo en las tablas 6 y 7 como el mallado de la figura 20 supera los 4
minutos de tiempo cuando se hace de manera secuencial en un ntcleo de
CPU, mientras otras figuras con un nimero mucho mayor de cuadrilateros
necesitan un tiempo muy inferior.

Aunque a priori se obtienen unos tiempos aceptables cuando el mallado
no es muy grande, el rendimiento dista bastante de poderse considerar in-
teractivo. Cuando la forma del dominio dificulta los tests de interseccién, o
cuando el nimero de cuadrilateros generados crece, el tiempo empleado por
el algoritmo de mallado obliga a esperar varios minutos. Cuando el usuario
estd disenando un modelo y necesita ir probando cada cambio, ese tiempo
de espera supone una pérdida importante de interactividad.

Las mediciones del tiempo de ejecucién del algoritmo corriendo como
codigo secuencial en un procesador arrojan la conclusién de que, en gene-
ral, méds de un 80 % del tiempo (y a menudo mds de un 90 %) se dedica a
la comprobacién de interseccién de cada linea candidata con el contorno.
Estas cifras se obtienen habiendo optimizado ya el test de interseccién con
descartes rapidos segun los signos de las distancias desde la recta candidata
a los extremos del segmento comprobado con ella.

La implementacién secuencial se ha disenado de la manera mas eficiente
posible, evitando hacer cédlculos que no van a ser necesarios. Por ejemplo,
si hay interseccién entre una candidata y el contorno, no es necesario hallar
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su funcién de coste. Se han utilizado muchas optimizaciones de este tipo al
escribir el codigo. Pero, asi como una CPU se beneficia mucho de ello, por
contra una GPU no puede sacar el mismo partido debido a ser una maquina
SIMD (que sufre penalizaciones cuando el c6digo se ramifica) y por tanto
puede llegar a desaprovechar mucha de su potencia haciendo calculos que
después seran descartados.

Se ha preferido utilizar el mismo cddigo fuente para la implementacién
secuencial que para la paralela, aislando el trabajo a paralelizar de manera
que el modo secuencial ejecute dicho trabajo en serie, y el modo paralelo
ejecute varias instancias de esa misma tarea a la vez. Esto facilita mantener
el cédigo y perfeccionar el algoritmo, al no tener que cuidar dos implemen-
taciones diferentes.

La parte del trabajo asi aislada ha sido la busqueda de la linea de sub-
divisién con menor funcién de coste de entre todas las candidatas que salen
de un vértice del contorno.

De esta manera, en el modo secuencial se evalia el coste de cada candida-
ta llamando desde dentro de un bucle a la funcién correspondiente, mientras
que en el modo paralelo, es OpenCL quien adquiere el control del bucle, pu-
diendo evaluar el coste de varias candidatas en paralelo. El cédigo fuente
de este trabajo interior al bucle es el mismo en ambos modos, con la inica
peculiaridad de emplear definiciones del preprocesador de C/C++ para sa-
tisfacer la sintaxis de OpenCL o de compiladores convencionales, segiin sea
el caso.

Para hacer las mediciones de tiempo se ha elegido un hardware de gama
de consumo, pues nuestro objetivo es aprovechar al méximo los recursos que
habitualmente poseen la mayoria de usuarios. No obstante, dentro de la gama
de consumo, se ha preferido tomar los componentes de mayor rendimiento
en el momento de escribir estds lineas, para que los resultados obtenidos
mantengan una vigencia mas prolongada.

Como CPU se ha elegido el Intel Core i7 6700K 4GHz, de la genera-
cién Skylake, que posee 4 nucleos de proceso. La GPU utilizada ha sido la
NVIDIA Pascal Titan X, cuyas caracteristicas hemos descrito antes.

Observando los resultados (tablas 6 y 7) podemos extraer como primera
conclusién que es muy importante el incremento de rendimiento al aprove-
char todos los recursos disponibles. Por tanto, por este camino logramos dar
respuesta al objetivo inicialmente marcado de aumentar la interactividad
del mallado, aprovechando eficientemente el diseno del hardware actual.
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Numero de 1 nucleo 4 nidcleos  Mejora de

cuadrildteros CPU CPU rendimiento
Figura 20 41697 267s 44s x6.07
Figura 21 109247 111s 21s x5.29
Figura 22 30400 19s 4s x4.75
Figura 18 314899 120s 27s x4.44

Tabla 6: Tiempos de mallado en CPU Intel Core i7 6700K 4GHz (4 ntcleos con hyperthrea-
ding, comportdndose como 8 nicleos virtuales). Comparativa de rendimiento entre usar 1
ntcleo (implementacién secuencial) y los 4 nicleos de la CPU (paralelizados con OpenCL).
El cédigo se ha compilado con coma flotante de precision simple IEEE en ambos casos.
Nota: La figura 18 ha sido mallada con una densidad mucho mds fina, produciendo 314899
cuadrildteros, para estas pruebas de rendimiento.

Ntmero de 1 nucleo 1 GPU Mejora de

cuadrilateros CPU rendimiento
Figura 20 41697 267s 43s x6.21
Figura 21 109247 111s 44s x2.52
Figura 22 30400 19s 7s x2.71
Figura 18 314899 120s 48s x2.50

Tabla 7: Comparativa de tiempos de mallado entre 1 GPU NVIDIA Pascal Titan X (im-
plementacién con OpenCL) y 1 nicleo de CPU Intel Core i7 6700K 4GHz (implementacién
secuencial). El cédigo se ha compilado con coma flotante de precisién simple IEEE, tanto
al correr en CPU como en GPU. Nota: La figura 18 ha sido mallada con una densidad
mucho mds fina, produciendo 314899 cuadrildteros, para estas pruebas de rendimiento.

Otra conclusién, que ya sospechabamos, consiste en que la paralelizacién
en CPU escala el rendimiento muy bien (por encima del cuddruple®)) en
todos los ejemplos realizados), mientras que hay una mayor variabilidad de
tiempos al paralelizar en GPU. Ya lo intuiamos, por la naturaleza SIMD de
estos dispositivos, que puede acarrear penalizaciones importantes al ejecutar
sentencias condicionales.

De hecho, el ejemplo que adquiere una mayor ganancia de rendimiento
(superior al séxtuple), logra su mejor tiempo en GPU. Pero la GPU presenta

B A primera vista puede extrafiar que al paralelizar el algoritmo en un procesador con
4 nucleos se obtenga una mejora de rendimiento superior al cuddruple. La razén de ello es
doble: primero, los niicleos actuales de Intel proporcionan hyperthreading (una tecnologia
en que cada nicleo se comporta como dos nicleos virtuales, ventaja que no se puede
aprovechar con cédigo secuencial, pero si con OpenCL -de hecho OpenCL detecta 8 compute
units en un Intel Core i7 de 4 nicleos). Segundo, OpenCL aprovecha algunas instrucciones
vectoriales SIMD presentes en procesadores Intel.
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también las menores ganancias en otros casos (unas dos veces y media de
mejora, frente a més del cuddruple de la CPU).

Con todo, queda patente que la forma del contorno (y en especial la
existencia, nimero, y tamano de concavidades y agujeros) influye signifi-
cativamente en los tiempos, ocasionando que el factor predominante en el
coste del mallado no sea el nimero de cuadrildteros.

Es importante recalcar que la implementacion en GPU ha utilizado exac-
tamente el mismo cédigo que la de CPU. Probablemente una reimplementa-
cién especifica para GPU, enfocada a una arquitectura SIMD mejoraria los
tiempos, aunque tendria como contrapartida la mayor dificultad del mante-
nimiento del cdédigo, por la dualidad de versiones.
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(a) Contorno inicial (agujeros ya unificados).

1T

11T

(b) Detalle del mallado.

Figura 20: Plato de bicicleta de 60 dientes (41697 cuadrildteros).
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(a) Contorno original de la seccién transversal de la Catedral de Palma de Mallorca
a partir de [32], con los agujeros ya unificados mediante aristas dobles.
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(b) Detalle del mallado.

Figura 21: Modelo de la Catedral de Palma de Mallorca para medicién de rendimiento,
mallado con 109247 cuadrildteros.
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(a) Contorno inicial.

(b) Detalle del mallado.

Figura 22: Contorno empleado por Sarrate y Huerta en [50] para mostrar que el algoritmo
genera un mallado estructurado cuando el perimetro lo permite. Aqui se emplea con una
densidad de mallado mayor (30400 cuadrildteros), con la finalidad de mediciones de rendi-
miento, y para verificar que las modificaciones realizadas en el algoritmo no obstaculizan
la regularidad cuando ésta es posible.



62 3.4 Anadlisis de la calidad del mallado mediante postproceso

3.4. Analisis de la calidad del mallado mediante postproceso

Los algoritmos de mallado cuadrangular producen en general un resul-
tado que requiere de un postproceso para que su calidad se acerque lo mas
posible a la deseada. El postproceso puede ser de tipo make-up (capaz de
modificar la topologia, creando, eliminando, y reconectando nodos y elemen-
tos), o de tipo smoothing (suavizado, optimizacién de la forma modificando
exclusivamente las coordenadas de los nodos interiores pero manteniendo la
topologia).

Un postproceso de suavizado nunca podra lograr una calidad elevada
a partir de un mallado que originalmente no posea una topologia 6ptima.
Es por esto que se ha dedicado un esfuerzo considerable en la eleccién del
algoritmo de mallado y en los ajustes y detalles de implementacién descritos
en apartados precedentes, para que asi el postproceso pueda ser de sdlo
suavizado, sin requerir make-up.

En la figura 23a se muestra la salida directa del algoritmo de mallado al
aplicarlo a un contorno que tiene algunas peculiaridades: por una parte com-
bina zonas rectangulares y circulares, planteando la dificultad de transicién
entre perimetros rectos y curvos. Ademas, se ha especificado que el tamano
de los elementos en los vértices de la izquierda sea alrededor del doble de
los elementos de los bordes curvos, lo que genera una gradacién de tamano
de elementos en el mallado.

El contorno se ha definido de manera completamente simétrica respec-
to del eje X, para mostrar que una correcta implementacion del algoritmo
produce un mallado simétrico si las condiciones de partida tienen simetria.

Se observa que el resultado mostrado en la figura 23a satisface los re-
quisitos que cabria esperar de una buena topologia cuadrangular: favorecer
el mallado estructurado siempre que sea posible, adecuacién a gradaciones
de tamano de elementos cuando éste es variable a lo largo del dominio,
empleo de cuadrilateros exclusivamente, adaptacion a contornos arbitrarios,
asi como tendencia a seguir la direccionalidad marcada por el perimetro (los
cuadrilateros adquieren direccionalidad radial al llegar a la zona de la corona
circular). Todo esto lo ha logrado el algoritmo de manera automética, sin
intervencion del usuario.

Sin embargo, este resultado dista mucho de la calidad de forma que
esperamos de un mallado. Hay cuadrildteros bastante distorsionados, y no
todos los elementos tienen el tamano que corresponde a la zona del dominio
en que se encuentran. La topologia es buena, pero se requiere modificar las
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(a) Sin postproceso.

(b) Con postproceso.

Figura 23: Mejora de calidad alcanzable con postproceso. Obsérvese que este ejemplo
posee una gradacién del tamafio de los elementos (doble de grande en los vértices de la
izquierda).
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(a) Elementos de tamano muy diferen- (b) Distorsién excesiva en algunos elementos.
te al que deberian tener en esa zona.

Figura 24: Deficiencias de calidad sin postproceso.

coordenadas de los nodos para que la calidad sea la deseada.

La figura 23b es un ejemplo de una mejora de calidad del mallado origi-
nal, aplicando un postproceso de suavizado.

No obstante, antes de progresar en esta direccién, necesitamos definir
qué entendemos por “calidad” del mallado. ;Se puede cuantificar? ;Es una
magnitud objetiva? ;O depende de criterios? Y, en este 1ltimo caso, json
criterios divergentes?

Si observamos con detenimiento la figura 23a, previa a postproceso, lle-
gamos a la conclusién de que los elementos cuya calidad no es adecuada caen
en uno de los dos casos mostrados en las figuras 24a y 24b: O bien tienen
una forma demasiado distorsionada, o bien son elementos con un tamamo
inapropiado (o ambas cosas a la vez).

Por tanto, si aplicamos un postproceso que solucione estos dos tipos de
deficiencia, habremos obtenido un mallado con la calidad deseada.
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3.4.1. Cuantificacién de la distorsion

Existen diversas propuestas para evaluar la distorsion de forma de los
elementos. Oddy et al [42] presentan una cuantificacién sencilla aplicable a
paralelogramos, que puede generalizarse a cuadrilateros arbitrarios.

Lee y Lo [28] emplean en su algoritmo de mallado indirecto otra medida
de la distorsion, que les permite elegir qué triangulos fusionar para formar
cuadrilateros de la méxima calidad posible (recordemos que su algoritmo
genera cuadrilateros a base de agrupar tridngulos de un mallado ya exis-
tente). Canann et al [5] se basan en la medida de Lee y Lo, con algunas
modificaciones, para su implementacién en el paquete ANSYS.

Knupp [27] propone una formulacién general, a modo de framework adap-
table a diversas necesidades, contemplando un conjunto de medidas que in-
fluyen en la calidad.

De entre todas las formulaciones de la medida de distorsion, se ha elegido
la de Oddy et al por su sencillez de implementaciéon y porque proporciona
buenos resultados al calificar cuadrildteros. Sin embargo, el método que se
describira en los siguientes apartados no depende de ella, y puede adaptar-
se a cualquier otra si se prefiere (cierto es que la formulacién final que se
facilita lleva embebida la medida de Oddy et al, con la finalidad de pro-
porcionar unas ecuaciones simplificadas y listas para su implementacién en
software, pero es posible desarrollarlas empleando cualquier otra medida de
la distorsion).

Siguiendo el desarrollo de [49], la distorsion de Oddy de un paralelogramo
se evalia como:

Doddy = 2(Qpaay — 1) (31)
siendo Q p4qy la eficiencia geométrica:

12+ 12
Qoddy = 12A 2 (32)

donde l; y ls son las longitudes de dos lados contiguos cualesquiera del
paralelogramo y A es su érea.

Una manera de extender esta expresion a cuadrilateros arbitrarios con-
siste en evaluarla en los cuatro paralelogramos que pueden construirse local-
mente en cada uno de los vértices del cuadrildtero (trazando lados paralelos
a los lados que se encuentran en el vértice).
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Tal y como muestran Sarrate y Coll en [49], esto nos conduce a la si-
guiente expresion para la obtencién de la distorsién de Oddy en un vértice
de un cuadrildtero arbitrario:

1% = @y — 20) + gy — v)?

s = (@aya) — 2)° + Wara) — 1)

A = (@i — o) Wigs) — Vi) — @pgs) — 20) W] — Yiag) (33)

2 2
Qoddy,i = 1t i

Doddyi = 2(Qbagyi — 1)

para cada vértice i = 1,2,...4 del cuadrildtero (nétese que en las referencias
a coordenadas de los vértices [i+1] e [i+3] hay que recorrer el orden circular
de vértices en el cuadrildtero, es decir, hay que aplicar [i] = mod(i—1,4)+1
para evitar desbordamiento).

Dado que deseamos un unico valor que mida la distorsiéon global del
cuadrilatero, la manera de no pasar por alto problemas locales de forma es
tomar el maximo valor de distorsiéon de todos los vértices del cuadrilatero.
Es decir:

d z
DGddy =  mdx (Doddy,i) (34)
expresion que evidentemente no es diferenciable y por tanto su minimizacién
mediante métodos habituales plantea dificultades.

La solucién propuesta en [49] para que la magnitud sea diferenciable es
tomar el valor medio de la distorsién en los vértices pero, tal y como hacen
notar los autores, esto nos puede proporcionar una distorsiéon inferior a la
que cabria adjudicar al cuadrilatero. En el método que se propondra en los
apartados siguientes no ha sido necesario exigir que D g4, sea diferenciable,
razén por la cual tomaremos la expresion del maximo en vez de hacer el
promedio, lo que nos permitird capturar anomalias locales que ocurran sélo
en algunos vértices.

Por otra parte, una implementacién directa de la expresién (31) puede
conducir a la aparicién de asintotas (cuando A = 0) o a detectar valores
de distorsién relativamente bajos en cuadrilateros degenerados (con vértices
céncavos). Esto ultimo se debe a que al elevar Q) pqqy al cuadrado se pierde
su signo, que es igual al signo de A (obsérvese que un vértice serd céncavo si
y sélo si el drea A del paralelogramo local al vértice es negativa -suponiendo
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que el orden de vértices del cuadrilatero es antihorario, prerrequisito que
hemos exigido ya en el algoritmo de mallado).

Estos casos conducen a [49] a la proposicién de modificaciones en la for-
mulacién de Dogq4y. No obstante, en el método propuesto en los préximos
apartados, esta casuistica se contempla exigiendo A > 0 en todos los parale-
logramos locales, lo que permite no necesitar modificar la expresién original
de DOddy-

3.4.2. Primera aproximacién a una mejora de calidad

Una respuesta directa a los problemas de calidad observados en las fi-
guras 24ay 24b consistirfa en minimizar la distorsion D g4, (esto deberfa
solucionar los problemas de la figura 24b), y en minimizar el error del tamano
de los elementos respecto al que deberian tener (lo que deberia solucionar
las deficiencias de la figura 24a).

Aplicando una minimizacién a fuerza bruta (evaluando en un nidmero
masivo de puntos), estas respuestas directas nos conducen a lo mostrado en
la figura 25.

En la figura 25a se han modificado las coordenadas de los vértices de
manera que sea minimo el error del drea de cada cuadrilatero respecto del
area de un cuadrado cuyo tamano fuese igual al deseado en cada zona del
dominio. Con esto solucionamos la deficiencia de tamafios incorrectos, pero
salta a la vista una contrapartida importante: Ha aumentado significativa-
mente la distorsién de bastantes cuadrilateros, y el resultado es inaceptable,
bastante peor que el mallado antes del postproceso (figura 23a).

Por contra, en la figura 25b se ha minimizado la distorsiéon D g4y El
resultado es a priori mucho mas agradable a la vista, pero una inspeccién
cuidadosa nos muestra que -tal y como era de esperar- no se han corregido
los problemas de tamanos inadecuados de algunos cuadrilateros, porque esta
minimizacién ha ignorado por completo el tamano de los cuadrilateros. La
figura 25¢ pone de relieve la existencia de cuadrilateros més pequenos y mas
grandes que sus vecinos, tras la minimizacién de distorsién Dog4y (en una
zona en que se deseaba que los elementos fueran de tamano uniforme).

En conclusién, proporcionando por separado la respuesta directa a los
problemas de calidad que se habia observado, no llegamos a una solucién
satisfactoria.
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(b) Minimizacién de la distorsién de Oddy.

(c) Detalle de la minimizacién de distorsién
Oddy, mostrando elementos notablemente
mas grandes y méas pequenos que sus vecinos
(en una zona en que todos deberfan tener
igual tamario).

Figura 25: Primera aproximacién a una mejora de calidad.
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Podemos por tanto contestar a la pregunta formulada un poco antes: La
calidad del mallado cuadrangular va a depender de al menos dos criterios:
la distorsiéon de los cuadrilateros, y su tamano. Y conducen en general a
soluciones divergentes (no es posible mejorar al maximo uno de los dos
criterios sin que se vea perjudicado el otro).

Vislumbramos ya que una solucién 6ptima a ambos criterios va a tener
que pasar por algun tipo de compromiso entre ellos.

3.4.3. Algunos algoritmos de postproceso de suavizado

La primera sugerencia propuesta en [50] es el postproceso de suavizado
mediante el algoritmo de Giuliani [18]. Dicho algoritmo no sélo tiende a mini-
mizar la distorsion, sino que también favorece que se iguale el tamano de los
elementos entre si. Aunque pueda parecer que ambas cosas son precisamen-
te lo que buscamos, no es exactamente asi, dado que en general desearemos
poder realizar mallados con gradaciones del tamano de los elementos (como
el ejemplo que estamos viendo en las figuras de estas paginas), y el algoritmo
original de Giulani tiende a eliminarlas.

En la figura 26a se puede observar cémo se ha perdido de manera bas-
tante notable la gradacion de tamano de elementos del mallado original
(figura 23a).

Es por ello que Sarrate y Huerta propusieron en [50] una variacién muy
sencilla del algoritmo de Giuliani que respeta el tamano que los elementos
tienen en el mallado. Evidentemente, aunque con esto se logra respetar las
gradaciones de tamano, no se corrigen los errores de tamano que puedan
existir en el mallado previo al postproceso. Se mantiene el tamafio previo
de los elementos, sin corregirlo (de hecho el algoritmo no posee informacion
sobre el tamano deseado de los elementos, asi que dificilmente puede hacer
correcciones).

Cabe mencionar sin embargo, que la experiencia parece mostrar que esta
modificacion del algoritmo de Giuliani no sélo respeta las gradaciones de ta-
mano, sino que a menudo tiende a exagerarlas, lo que produce una notable
sensacién de “patrones de ruido” en algunas zonas del mallado, por la apari-
cién de zonas con elementos mas pequeiios que su entorno. En la figura 26b
puede observarse que este postproceso no sélo no ha igualado el tamano
de los elementos, sino que ha incrementado las diferencias, generando zonas
con elementos mas pequenos que su entorno, con apariencia de “patrones de
ruido”.
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(a) Algoritmo original de Giuliani.
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(¢) Minimizacién del producto del error de &drea por la
media de la distorsién.

Figura 26: Algunos algoritmos de postproceso.
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En [17], Gargallo, Roca y Sarrate hacen una nueva propuesta de postpro-
ceso de suavizado basdndose en los criterios de distorsién de Knupp [27]. En
este nuevo desarrollo introducen el error de tamanio en la funcién a minimi-
zar, de manera que el postproceso reduzca no solo la distorsién sino también
los errores de tamafio. Para ello, minimizan una funcién que es producto de
la distorsién (nsp, en rango [1,00[) por el error de tamano (7s;, también en
rango [1, 00|):

n(elem) = nsp(elem)ng;(elem) (35)

donde podemos ver la idea que se ha adelantado antes: lograr una calidad
6ptima pasa por un compromiso entre la distorsién y el error de tamano (en
este caso el compromiso tomado es el producto de ambos valores).

Dado que el desarrollo de [17] se basa en las medidas de distorsién de
Knupp [27] y que ademds minimiza la media aritmética (y no el maximo)
de la distorsién en las esquinas del elemento, no es directamente comparable
con los resultados del método que propondremos a continuacion. Pero si que
se ha hecho una reinterpretacién de lo expuesto en [17], implementdndolo
minimizando el producto del error del tamano de elemento (en rango [1, cc[)
por la media de la distorsién Oddy en los vértices del elemento (suméndole
[1 para que esté también en rango [1, co[).

Los resultados obtenidos con esta reinterpretacion son los mostrados en
la figura 26¢.

3.4.4. Propuesta de método para postproceso de suavizado

Durante la preparaciéon de apartados anteriores que versaban sobre la
eleccién de un algoritmo de mallado y las modificaciones que ha sido conve-
niente introducir, surgié muy pronto la necesidad de disponer de un método
de postproceso de suavizado que, a partir de la topologia producida por el
mallador, optimizase su calidad.

Este método debia mantenerse fiel a los mismos requisitos exigidos al
algoritmo de mallado. Si suprimimos los requisitos especificos a la topologia
del mallado cuadrangular, el listado que habiamos presentado en apartados
anteriores queda de la siguiente manera, como exigencias a imponer igual-
mente al método de postproceso:

e Debe de poderse paralelizar de manera 6ptima.
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e Debe quedar libre de la consideracién de casos particulares numerosos
y complejos.

e Los elementos cuadrangulares resultantes deben tener una calidad
Optima para un analisis de elementos finitos.

e El usuario no debe intervenir en el proceso de mallado.

e No debe existir posibilidad de que ocurran situaciones anémalas que
conduzcan a una geometria degenerada.

e Su implementacién debe ser muy sencilla, para poder velar adecuada
y eficientemente por todos estos requisitos.

Conviene destacar que la exigencia que persigue una “calidad éptima”
deberd tener en cuenta las cuestiones que se acaban de presentar al hablar
sobre postproceso de suavizado. Es decir, necesitamos reducir al maximo
la distorsién, pero luchando por alcanzar también el tamano deseado de
elementos en cada zona del dominio. Ya hemos visto que estas dos metas
son en general divergentes, lo que nos conduce a establecer un compromiso
entre ambas.

Teniendo en cuenta que los elementos son cuadrildateros, surge de inme-
diato la idea de que las diagonales tienen gran responsabilidad en la distor-
sién del cuadrilatero, mientras que los lados influyen principalmente en el
tamano del mismo. Evidentemente no se trata de responsabilidades del todo
independientes: las diagonales también influyen en el tamano del cuadrilate-
ro (a igual distorsién serdn mayores las diagonales de un cuadrilatero de
mayor tamano), y los lados también repercuten en la distorsién (conforme
mas iguales sean las longitudes de los lados, mas factible serd poder lograr
una distorsién baja).

Pero queda claro que si dejamos fijo el tamano de los lados del cua-
drilatero, las diagonales adquieren una importancia crucial en la distorsion
(ver figura 27). Y si deseamos modificar el tamano sin alterar la distor-
sién, hemos de aplicar un mismo factor de escala a todos los lados y a las
diagonales.

La diferente repercusion de los lados y las diagonales en la calidad final
del cuadrilatero nos recuerda el compromiso que necesitamos tomar entre
distorsién y tamano, y nos invita a plantear el problema como un compro-
miso entre el tamano de los lados y el de las diagonales.
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Figura 27: Los lados de ambos cuadrilateros tienen igual longitud, pero sus diagonales
varian, alterando la distorsién.

Y formular un compromiso entre longitudes tiene el paralelo fisico de los
sistemas de muelles, o de equilibrio de barras sometidas a esfuerzo axil.

Existe trabajo previo sobre postproceso de suavizado con muelles (Loh-
ner et al [31], asi como una implementacién en el paquete de software
ANSYS), pero estos desarrollos no contemplan la bisqueda de una distor-
sién minima de elementos cuadrangulares (su formulacién presupone mallas
triangulares). Cabe por tanto plantearse si es posible llegar a un modelo
de muelles que proporcione una solucién 6ptima a la calidad que estamos
buscando, en un mallado cuadrangular.

Ello requerira introducir la magnitud de la distorsién de Oddy en el mo-
delo, para que los muelles tiendan a minimizarla. Y también sera necesario
calibrar los muelles de los lados respecto de los muelles de las diagonales,
para dar una respuesta adecuada al compromiso entre distorsiéon y tamano
deseados.
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3.4.4.1. Sin diagonales y con comportamiento lineal

Se ha estimado conveniente hacer un primer planteamiento con hipétesis
de comportamiento lineal de los muelles, en el cual ademas no haya dia-
gonales, sino s6lo muelles en los lados de los cuadrilateros. En el siguiente
apartado ampliaremos el modelo para permitir comportamiento no lineal en
los muelles de los lados (que serd la formulacién finalmente adoptada, por
lograr resultados de mayor calidad), y en un ultimo paso anadiremos muelles
en las diagonales, ajustados para minimizar la distorsiéon Oddy.

El modelo fisico elegido es de barras biarticuladas en sus extremos y
sometidas exclusivamente a esfuerzo axil, con seccién y material constantes,
y con comportamiento eldstico y lineal.

Dada una barra ¢ cualquiera de entre las n barras conectadas a un nudo
P (siendo P el nudo en la posicién previa al postproceso de suavizado),

consideramos los siguientes datos (figura 28):

e Sea P; el extremo inicial de la barra 3.

e Sea v; := P; P el vector director de la barra 7 antes del suavizado, con
origen en P; y extremo final en P. Por tanto, ||v;|| es la longitud de
la barra ¢ antes del suavizado.

e Sea L; la longitud ideal de la barra i, obtenida del tamano deseado de
elementos en su entorno préximo del dominio de mallado. Es necesa-
riamente no nula y positiva.

e Sea N; el esfuerzo axil que posee la barra ¢ a causa de la deforma-
cién impuesta ||v;]| — L; que sufre en la posicién previa al suavizado
(deformacién impuesta que le impide tener su longitud deseada L;).

e Sea Pg la posicién del nudo P después del suavizado.

e Sea t := PPg el vector que transforma el nudo P en su posicién
suavizada Pg.

e Sea E el médulo de deformacion longitudinal de todas las barras.

e Sea A el area de la seccién transversal de todas las barras.
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Figura 28: Equilibrio de muelles en un nudo.
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Figura 29: Solucién sin diagonales y con comportamiento lineal. Resulta inaceptable, por
la degeneracion de algunos cuadrildteros y por la elevada distorsiéon de otros.

Como las barras son biarticuladas y ademads las cargas estan aplicadas
(32) ' g6lo habra esfuerzo axil. No hay por tanto
necesidad de modelizar el comportamiento de la barra a flexién o a corte,
pues dichos esfuerzos son nulos.

exclusivamente en los nudos

A partir de la expresién de la deformacién longitudinal de una barra
sometida a esfuerzo axil con comportamiento eldstico y lineal:

N;L;
gl — L = S (36)
por lo que el axil de la barra antes del suavizado es:
i|| — L)) EA
L;
y analogamente, el axil después de suavizar serd igual a:
i +t||— L) EA
NS,@' — (HU'L + ‘_|L ’L) (38)
i
El vector director unitario de la barra después del suavizado sera:
v; +1
US; = 39
e 1] )

52 Las cargas son en realidad movimientos impuestos de traslacién en los nudos.
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y la fuerza generada por la barra en el nudo después de suavizar Pg seré:

vitt (Jvit+t]|—Li)EA

F = . No, — .
3 uS,'L S,Z ||'U'L +t|| LZ

(40)

El equilibro de fuerzas en el nudo suavizado Pg exige que:
n
Y F=0 (41)
i=1

y desarrollado conduce a:

vitt v+t - L
EA ¢ =0 42
Z!!wrtH L (42)

que es un sistema de ecuaciones en t.

Para implementar su resolucién mediante método Newton-Raphson, ob-
servamos que equivale a hallar las raices de la funcién

ft)=0 (43)

Z vi+t v+t - L (44)
vi + ¢ L

resultando las componentes de la matriz Jacobiana iguales a

ofi(t) i —Li(v! +tY)* + ||lv; + t|?
otr Li|lvi + t|3

ON(E) _ D) _ g~ (o £ )W) +1)
oty ot® < v; + ¢t

OL2(t) _ 5~ ZLwf + 172 + oi £ 4]
o Lillvi + [P

siendo

(W ol)y=v; ; (") =t

Con esta formulacidn, la solucién al sistema (42), de manera iterativa
sobre todos los nudos interiores del mallado, propociona el resultado de la
figura 29, que dista mucho del deseado (incluso se han degenerado algunos
cuadrilateros).
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Las razones de que este sistema de ecuaciones no nos conduzca al resul-
tado deseado son dos. Primero, no hemos introducido diagonales, por lo que
no tenemos control efectivo sobre la distorsién de los cuadrilateros. Segundo,
el comportamiento lineal de las barras ocasiona que si una barra dista mu-
cho de alcanzar su longitud deseada pero esta conectada a otras muchas que
se oponen a ella, no sera capaz de deformarlas lo necesario para recuperar
parte de su tamano deseado.

Ademads de la necesidad de anadir las diagonales, se hace imprescindible
introducir en el modelo un comportamiento no lineal de las barras para que,
conforme mayor sea la deformacién, la fuerza axil de la barra crezca cada vez
més rapido, de manera que una barra muy deformada pueda desarrollar la
fuerza suficiente para deformar un ntimero elevado de barras que se opongan
a ella.

3.4.4.2. Sin diagonales y comportamiento no lineal

Por el momento vamos a continuar el desarrollo sin diagonales, mejoran-
do primero el comportamiento de las barras de manera que sea no lineal,
por la razén recién expuesta.

Introduciremos el comportamiento no lineal en el médulo de deformacion
longitudinal, que ahora ya no serd un valor igual para todas las barras, y
pasard a ser

pty = 14 (et (o)

donde ¢ y d son parametros que permiten ajustar la funcién exponencial
como se estime necesario (en la implementacién en software de toda la for-
mulacion que sigue se ha tomado ¢ = 1 y d = 0, proporcionando resultados
Optimos, pero se han mantenido los parametros en el desarrollo por la posi-
bilidad de ajuste que ofrecen).

Véase que definiendo FE;(t) de esta manera, el médulo de deformacién
crece exponencialmente segiin aumente el valor absoluto de la deformacion
impuesta de la barra. Es decir, el axil de una barra crecerd mas rapido
conforme mayor sea su deformacién, que es justo el comportamiento que
necesitamos para que una barra muy deformada sea capaz de deformar un
numero elevado de barras que se oponen a ella.

La funcidon de la cual necesitamos obtener las raices es ahora

o+t v; +t| — L;) - E;(t
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tomando E;(t) el valor de la expresién (46).

Y las componentes de la matriz Jacobiana de la nueva funciéon quedan
ahora:

Oh(t) _ i [Ilvi + [P+ — L (vf + ty)Q] L Ei(t) —r
ot Liflvi + t|°

=1

~

0f1(t) _ 0fa(t) i [Ei(t) + s(Ei(t) — 1] (vf + 1) (0] + )

o o o; + £° (48)

=1
2
Ofa(t) _ - {HU" +l° +q— Li (vf +7)°| - Ei(t) — q
oty 1 Li||v; + t|?

1=

donde

s=c|l q=Lis(! +1¥)* 5 1= Lis(vf +1)?

L; ‘ .
loi +¢]l]

3.4.4.3. Longitud ideal de las diagonales

Introducir las diagonales en el modelo requiere conocer su longitud ideal,
para poder evaluar qué deformacién impuesta que poseen, y asi considerarlas
en el equilibrio de fuerzas que estamos planteando.

Dado un cuadrilatero de vértices H,J, D, K (ordenados en sentido an-
tihorario, figura 30) deseamos hallar la longitud de la diagonal HD para que
la distorsién de Oddy del cuadrilatero sea minima, dejando fijos los vértices
J,D, K y moviendo H en la direccién de HD. El movimiento de H lo
expresamos como P = H +m - HD, y puede realizarse tanto en el sentido
HD como en el contrario (segun sea el signo de m).

Recordemos que, de acuerdo con la expresion (34), la distorsiéon de Oddy
del cuadrilatero serd la mayor de las que posee localmente en sus cuatro vérti-
ces. Como J, D, K permanecen fijos, la distorsién de Oddy en el vértice D
no sufre ninguna variacién cuando movemos el vértice H, porque el angulo
entre los lados JD y DK queda constante.

Por ello, vamos a prescindir de la distorsion de Oddy en D, y la consi-
deraremos sdlo en los vértices H,J, K, en los cuales si que variarda cuando
trasladamos H, por modificarse los angulos entre los lados que los unen.
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Figura 30: Cuadrilatero con vértices H, J, D, K en sentido antihorario. El punto P indica
la nueva posicién de H sobre la diagonal HD.

Como veremos en breve, la variacién de la distorsion Oddy en cada uno
de los vértices H,J, K conforme trasladamos H en la direccién de HD es
una curva.

Es decir, tendremos tres curvas de la variacion de la distorsion Oddy,
una para cada uno de dichos vértices. Cada una de ellas podra tener un
minimo factible o inalcanzable (en algunos casos el minimo puede conducir
a una geometria absurda). Pero ademds, como hemos definido la distorsién
del cuadrildtero como el maximo de las distorsiones locales en los vértices,
necesitamos calcular la interseccion de las tres curvas, para poder tomar la
envolvente del maximo.

En definitiva, la posicién ideal para el vértice H tendra que coincidir
exactamente con alguno de estos puntos:

e Un minimo local de alguna de las tres curvas.

e Un punto de interseccion entre ellas.
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En la figura 31 se presenta un ejemplo, en el cual el minimo de la dis-
torsién Oddy ocurre en la interseccién entre las curvas J y K. Este ejemplo
ilustra bien lo que se acaba de exponer: se hace necesario hallar los minimos
de las tres curvas, asi como las intersecciones entre ellas, para poder encon-
trar el minimo de la distorsién del cuadrilatero y, por tanto, la posicién ideal
para el vértice H dentro de la diagonal HD.

El planteamiento del problema consiste en buscar el punto P, que es la
nueva posiciéon de H sobre la diagonal HD tal que proporciona el menor
valor de distorsién al cuadrilatero.

e Sea HD = (HD",HDY) el vector director de la diagonal, con origen
en H y extremo en D.

e Sea HJ = (HJ*, HJY) el vector director del lado con origen en H y
extremo en J.

e Sea HK = (HK”", HK"Y) el vector director del lado con origen en H y
extremo en K.

e Sea JD = (JD*,JDY) el vector director del lado con origen en J y
extremo en D.

e Sea KD = (KD*, KDY) el vector director del lado con origen en K y
extremo en D.

e Sea JK = (JK*, JKY) el vector con origen en J y extremo en K.

e Sea PJ = (PJ*, PJY) el vector con origen en el punto buscado P y
extremo en J.

e Sea PK = (PK”", PKY) el vector con origen en el punto buscado Py
extremo en K.

La solucién viene dada al determinar el escalar m en la expresion:
P=H+m- - HD (49)

debiendo hallar los valores candidatos de m de entre los minimos locales
de las curvas de variacién de la distorsién y las intersecciones entre ellas,
para después elegir el candidato que proporcione una distorsién minima del
cuadrilatero.
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Figura 31: Variacién de la distorsién Oddy en los vértices P, J, K cuando movemos H
en la direccion HD. En este ejemplo, el minimo de la funcién maximo se produce en la
interseccién entre las curvas J y K. El eje de abscisas es el escalar m de la ecuacién (49).

A partir de la expresion (33), podemos evaluar la distorsién local de
Oddy en cada uno de los vértices P, J, K en funcién del escalar m, es decir,
en funcién de la traslacién de P a lo largo de la diagonal. Desarrollando
llegamos a estas expresiones, que son las ecuaciones de las tres curvas que
se graffan en la figura 31:

{(H‘]I_"LHDm)2+(HK;”—""HD”)2+(HJV—mHDy)2+(HKy—mHD”)2]2 - 50
DOddy,P(m) =2 A[m[HD® (HJY—HKY)+HDY(HK®—HJ®)|+ HJ® HKY— HJY HK®|? —1 ( )

[ 2 5 )12 q
D 9 [(HJE_mHDI) +(ij_mHDy) +HJDH ] . )
Oddy,J(m) - 4(_mHDZJDy-i-mHDyJDE—JDWHJy_h]DyHJw)Q — (5 )

2 9 212

D 9 [(HKf_mHDf) +(HKy_mHDy) +HKDH ] .

Oddy,K(m) - 4(mHDxKDy_mHDyKDx—O-KDmHKy—KDyHKw)Q — (52)

Para averiguar los valores candidatos de m correspondientes a la inter-
seccion de las curvas de variacion de la distorsién local en J y K, hemos de
resolver la ecuacion

Doddy,7(m) = Doady, ik (m) (53)

que, tras desarrollarla con las expresiones (51) y (52), equivale a hallar las
raices de una ecuacioén cubica de la forma

esxm’ + fJKm2 +gxkm+hjx =0 (54)
donde

ey = | HD|* (s = r)
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frre = 2(br — as) + || HD|* (t — u)
gix = 2(bu — at) — dr + cs
hjg = ct — du

a= HD*HJ*+ HDYHJY
b= HD*HK"* + HDYHK"Y
¢ = |JDI + | HT|?

d= | KD|?+ | HK|?

r = HDYJD* — HD*JDY

s = HD*KDY — HDYKD*
t = KD*HKY — KDYHK"
u= JDYHJ* — JD*HJY

ecuacién que puede tener tres raices reales y distintas, tres raices reales
multiples, o una raiz real y dos imaginarias. La solucién algebraica de ecua-
ciones cubicas se recordard en el subapartado siguiente.

Andlogamente, podemos hallar los valores candidatos de m que proceden
de la interseccién de las curvas de J y P, resolviendo la ecuaciéon

Doady,s(m) = Dogay,p(m) (55)
que nos obliga a hallar las raices de una nueva ecuacién cibica

espm® + fipm® + ggpm + hyp =0 (56)
donde

esp = ||HD|]? (z — 2r)

frp = 2(ar + br — az) + | HD||* (w — 2u)

gsp = 2(au + bu — aw) + cz — 1 (HHJH2 + \|HK||2)

hop = cw —u (| HI| + | HK]?)

w= HJ*HKY — HJYHK"

z = HDYJK®* — HD* JK"Y

tomando a, b, ¢, 7, u los mismos valores que en la ecuacién (54).
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Y anadimos también los valores candidatos de m debidos a la interseccion
de las curvas de K y P:

Doddy,x(m) = Doday,p(m) (57)
que resulta en la ecuacién cubica

expm® + frpm? + ggpm + hgp =0 (58)
donde

exp = |HD|P (= - 25)

fxp = 2(as + bs — bz) + | HD||* (w — 2t)

gxp = 2(at + bt — bw) +dz — s <||HJ||2 + ||HKH2>

hicp = dw — ¢ (| HI|” + || HK])

tomando a, b, d, s, t,w, z los mismos valores que en las ecuaciones (54) y (56).

Se observa que las ecuaciones (56) y (58) presentan expresiones simétricas
entre si, mientras que la ecuacién (54) es notablemente diferente. Esto era de
esperar porque (56) y (58) son la interseccién entre las curvas de la distorsion
en P (punto mévil) y en el vértice (fijo) que queda a un lado de la diagonal
(J y K, respectivamente), mientras que (54) es la interseccién de las curvas
de distorsion en los dos vértices fijos J y K.

De momento, teniendo en cuenta sélo los puntos de interseccién entre
las curvas de la variacion de la distorsién, disponemos de un méaximo de 9
valores candidatos de m (si las ecuaciones (54), (56) y (58) tienen tres raices
reales distintas cada una), y un minimo de 3 (si slo hay tres raices reales
en total).

En cualquier caso, nos falta todavia considerar los valores candidatos de
m que proceden de los minimos de cada curva. Lo hacemos a continuacién:

Si a2 — ¢|[HD|* > 0, la curva D 0ddy,s(m) alcanza extremos locales en:

a++/a? —c||HD|?
m = (59)

2
|HD|

en caso contrario, los alcanza en:

\/=2a+c+ |HD|?
|[HD|

m=1% (60)



3.4.4.3 Longitud ideal de las diagonales 85

Si b2 —d||HD|?* > 0, la curva D 0ddy, i (m) alcanza extremos locales en:

b+ /b2 —d| HD|?

61)
5 (
|HD|
en caso contrario, los alcanza en:
\/~2b+d+ || HD|?
m=1% (62)

IHD||

Si (a+ ) = 2| HD|” (|HI | + | HK|?) > 0, la curva Dogay,p(m)

alcanza extremos locales en:

a+bt \/(a+ b)? 2| HD|* (| HI| + | HK )

m = 63
2| HD| (6
en caso contrario, los alcanza en:
2z |2w(a+b)+z (|| HT|*+| HK||?) | +4| HD ||*w?
_2wiz\/ 2 [2w(a+b)+2(] ||£m|\“2 K )| +41ED 2w
m= : (64)

2z

Recapitulando, ya estamos en condiciones de hallar la longitud ideal de
la diagonal. De las ecuaciones (54), (56), (58), (59), (60), (61), (62), (63)
y (64) obtenemos un conjunto de hasta 15 valores candidatos de m (9 de las
intersecciones entre curvas si todas las raices son reales y distintas, y 6 de
la bisqueda de minimos).

Para cada candidato m; encontrado, evaluamos
D&y, (mi) = méx {Dogay,s (m:); Doddy,i (Ms); Doday,p(mi) } (65)
y elegimos aquel candidato m; cuyo valor Dg‘zlldy(ml-) sea menor que el resto.
Al sustituir el valor m; elegido en la ecuacién (49), se obtiene P, y por

tanto la dimensién ideal de la diagonal tal que la distorsién de Oddy del
cuadrilatero es minima.
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3.4.4.3.1. Solucién de ecuaciones cubicas

Para obtener las raices de las ecuaciones (54), (56) y (58) se ha encon-
trado conveniente la solucién en forma cerrada conocida como método de
Cardano, que se resume a continuacion.

Este procedimiento fue publicado por primera vez por Gerolamo Cardano
(1501-1576) en su obra Ars Magna [7], si bien la solucién se debe a Niccolo
Tartaglia, y probablemente a Scipione del Ferro, que no llegaron a publicarla.

Dada una ecuacién cibica en su forma general
em® + fm* + gm+h =0 (66)

tenemos garantia de que e # 0 (en caso contrario no serfa una ecuacién ciibi-
ca). Por tanto es posible llegar a la forma reducida de la ecuacién dividiendo
por e:

m3 + agm? + a;m + ag =0 (67)
donde
h
ap== 5 a=> ; ay=— (68)
e e e

Sea D = QQ® + R?, donde

3a; — a% 9aiae — 27ag — 2a§
=——7 ; R= 69

Q=21m o (69)
Si D=0y @ =0 hay una raiz real triple:

mip = 1Mmo = M3 = —% (70)
Si D=0y @ # 0 hay una raiz real doble y una simple:

ajaz —9a
my = mg = %@0 (71)
ag’ —4aias + 9ag
m3 = 9Q

Si D > 0, la ecuacién cibica tiene una raiz real y dos imaginarias, siendo
la raiz real igual a

m1=</R+\/5+</R—\/5—% (72)
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Si D < 0 las tres raices son reales, pero se requiere una incursion en los
numeros complejos para hallarlas (casus irreducibilis), a pesar de que sus va-
lores son reales. No obstante, con la interpretacion geométrica de Frangoise
Viete (1540-1603) y René Descartes (1596-1650) se pueden expresar las tres
raices reales en forma trigonométrica sin necesidad de emplear niimeros com-
plejos [37]:

my = 24/ —Q cos <9> _&

3) 3
0+ 2
mo = 2 —Qcos< _;) W) —% (73)
0+4
m3 = 24/ —() cos TAT) _ %2
3 3
donde

0 = arccos ( _i%@?)) (74)

teniendo asegurado que @) < 0 cuando D < 0.

La solucién de ecuaciones cubicas siguiendo el método de Cardano se
puede por tanto implementar en software de manera sencilla.

3.4.4.4. Diagonales con comportamiento no lineal

Conociendo el tamano ideal de las diagonales, que acabamos de obte-
ner, podemos introducir en el modelo de muelles las barras correspondien-
tes. También las dotaremos de comportamiento no lineal, para que puedan
desarrollar una fuerza mayor si se encuentran muy deformadas respecto de
su longitud ideal.

Sin embargo, su comportamiento no lineal es aportado automaticamente
al formular su médulo de deformacién E;(t) en funcién de la distorsién de
Oddy, no siendo necesario emplear la funcién exponencial como hemos hecho
en las barras de los lados del cuadrilatero.

No es necesario hacer ningtin cambio a la funcién cuyas raices hallamos
al hacer equilibrio de fuerzas en un nudo -expresién (47)-, con la salvedad
de que L; debe tomarse como la longitud ideal que hemos hallado, y que el
moédulo de deformacién de las diagonales adopta el valor:

Ei(t) = ma - Dgg(£) + 1 (75)
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donde Dg;jj(t) es la distorsién Oddy (antes del suavizado) del cuadrildtero
al que pertenece la diagonal, y my es un escalar para calibrar el compromiso
entre la calidad por tamano y la calidad por distorsién (conforme mayor sea
mg, mas repercusion tendran las diagonales frente a los lados en el resultado

final, y viceversa).

En las pruebas experimentales realizadas, se ha observado que el valor
mg = 0.5 proporciona un compromiso satisfactorio y resultados 6ptimos. Va-
lores menores producen menores errores en el tamano de los elementos, pero
con un aumento de la distorsién. Valores mayores disminuyen ligeramente
la distorsién, pero con penalizacién en el error de tamano.

Dcoujjy’i(t) es funciéon de t porque recordemos que t es el vector que
equilibra el nudo que estamos procesando (expresiones (44) y (47)), trans-
forméandolo desde su posiciéon no suavizada a la suavizada. Por tanto, ¢ mo-
difica la distorsién de Oddy de los cuadrilateros conectados a dicho nudo, y
la distorsién es funcién de dicho vector.

Con anterioridad hemos mencionado que los lados del cuadrilatero tienen
una mayor repercusiéon en su tamano, y las diagonales en su distorsion,
pero que no obstante no era posible establecer una divisién completa de la
repercusién de cada uno. Las diagonales también influyen en el tamano de
los elementos y, por ello, conviene escalar el valor L; por un factor igual
a la relacion entre el tamano que el cuadrilatero deberia tener y el que
actualmente tiene. De esta manera, la diagonal ayuda a los lados a alcanzar
el tamanio ideal, al tiempo que también ayuda a minimizar la distorsién.

Hay que recordar aqui que hemos decidido usar la formulacién original
de la distorsién de Oddy. Por ello, hemos de considerar el signo del area del
paralelogramo local al calcular la distorsion en cada vértice del cuadrildtero.

Es decir, si al evaluar (33) obtenemos un area nula o negativa, en lugar
de continuar calculando la distorsién en ese vértice, le daremos un valor
arbitrariamente grande. De esta manera, si un cuadrilatero esta degenerado,
el valor de E;(t) de sus diagonales serd muy grande, por la gran necesidad de
que dichas diagonales alcancen una longitud cercana a su ideal, que solucione
la degeneracion del cuadrildtero.

Como detectamos los casos de area nula o negativa, evitamos dar por
buena la distorsién de cuadrildteros degenerados, asi como que aparezcan
asintotas debidas a divisiones por un drea nula.

Aunque no hemos modificado la funcién de equilibrio de fuerzas en el nu-
do (47), recordemos que los elementos de la matriz Jacobiana los tenfamos
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expresados como sumatorio de la contribucién de cada barra -ver expre-
sién (48)- y en ellos se habia desarrollado la derivada de la funcién exponen-
cial en que consistia el médulo de deformacién E;(t).

Como ahora en las diagonales tenemos otro médulo de deformacion, los
sumandos correspondientes a diagonales en elementos de la matriz Jacobiana
adoptan el siguiente valor:

x T 2
Oh(t) _ nd (1% + vF) (ng — Li) doni, + Ei(t) - [n;”v — Li (t + 1Y) ]
ot i=1 Lin?v

(76)

Oh(t) _ i (% 4+ vF) [(new — Lg) dynd, + Ex(t) - Li (t¥ + o))]

8153/ i—1 LZ’I’L?U

Of>(t) _ id: (Y + oY) [(new — Li) dond, + Ei(t) - Li (1 + v7)]
atw i1 Lln?q;
x )2
Ofa(t) _ o ' v!) (nw — Li) dyn, + Ei(t) - [nf’v = Li (7 + vf) ]
Bty im1 Lm;?’v

donde

nd = n° de diagonales que confluyen en el nudo.

OE;(t) OD G (t)
dy = =mq
ot® ot®
L _OE®) _  ODGi'()
v 0w YT o

Ny = ||v; + t|

La matriz Jacobiana asi obtenida para las diagonales se debe sumar a la
de los lados de (48), llegando a la matriz Jacobiana total de todas las barras
(lados y diagonales).

Obsérvese que aunque Dg‘;jy(t) no es diferenciable, sin embargo cono-
cemos el punto de la diagonal para la cual la distorsién es minima (punto
P, hallado en el apartado anterior), por lo que podemos obtener una apro-
ximacion a la derivada de la siguiente manera:

u oot u
0D 044y () Doaay () = Doggy (t)
9HD |HP]|

(77)
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(a) (b)

Figura 32: Nudo con sélo tres cuadrilateros. Estos nudos pueden tener una estabilidad
numérica delicada debido a que sélo confluyen en ellos tres diagonales, y dos de ellas
tienden a orientarse de manera colineal.

OD G (t) B OD G (t) P
ot OHD |HP|

(78)

0Dy () _ 0Dy (£) PV — 1Y
oty OHD |HP|

(79)

donde D’g;gé’i(t) es la distorsién Oddy si la diagonal tuviese la longitud ideal
|PD]||, Dg‘;ﬂ/’i(t) es la distorsiéon Oddy con la longitud actual de la diagonal
||PD]|, y los puntos Py H son los del apartado anterior. Si el denominador
es nulo, indicaria que H = P, es decir, que ya nos encontramos en el punto
de solucién ideal, y en tal caso tomaremos las derivadas nulas.

Si se ha decidido escalar la longitud ideal de la diagonal como se ha
recomendado, se debe afectar de la misma escala al punto P = (P*, PY) en
las expresiones anteriores.

3.4.4.5. Nudos con tres cuadrilateros

Cuando el dominio tiene zonas con gradacién en el tamano de los ele-
mentos, o en las proximidades de perimetros con formas dificiles, es habitual
que surjan nudos que s6lo conectan tres cuadrildteros (figura 32).

Al plantear equilibrio en estos nudos con el método de los muelles, s6lo
confluyen en ellos tres diagonales, dos de las cuales tienden a enfrentarse de

manera colineal (figura 32a), lo que puede acarrear una estabilidad numérica
delicada.
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Las soluciones que se han encontrado més convenientes para el equili-
brio en estos nudos es, o bien cuidar en extremo la precisién numérica de
coma flotante (tanto empleando el tipo de datos de mayor precisiéon que
posea el hardware -preferiblemente mayor que “double”-, como reordenando
las operaciones para conservar el maximo de digitos significativos), o bien
adoptando una solucién alternativa para estos nudos: por ejemplo elegir co-
mo posicién suavizada del nudo el incentro del triangulo formado por los
extremos de las aristas que confluyen en el nudo (figura 32b).

Aunque pueda parecer que tomar este incentro en vez de la solucién ideal
pueda perjudicar a la calidad final del postproceso, esto no es asi (como
corraboran los resultados obtenidos). Hay que tener en cuenta que estos
puntos son minoria en el mallado, y necesariamente estan rodeados por
nudos que tengan cuatro o més cuadrildteros (en caso contrario la malla
no podria ser cuadrangular), los cuales se suavizaran de manera 6ptima y
por tanto corrigiendo la posible posicién no-6ptima de los nudos con tres
cuadrilateros.

Al final, las mediciones realizadas muestran que préacticamente no hay
diferencia de calidad en el mallado entre las opciones de aumentar la preci-
sién numérica para estos nudos, o elegir el incentro. La opciéon de tomar el
incentro es atractiva porque es rapido de calcular, hay garantia de que cae
en el interior del tridngulo mencionado, y evita tener que cuidar en extremo
la precisiéon de coma flotante en estos nudos, al mismo tiempo que los nudos
vecinos se adecuaran a ello en su equilibrio de muelles.

3.4.4.6. Planteamiento del método propuesto

Una vez expuestas las magnitudes y condiciones en que se basa el método
propuesto de postproceso de suavizado, podemos hacer su planteamiento
general.

El suavizado se realiza de manera iterativa. En cada iteracién, los vértices
interiores del mallado se mueven a su posicién suavizada. El procedimien-
to concluye cuando los desplazamientos de los nudos en una iteracién son
despreciables.

Se alcanza una calidad elevada ya en las primeras iteraciones, por lo que
también es posible hacer un suavizado parcial aplicando un nimero fijo y
reducido de iteraciones. No obstante, la calidad del tamano de los elementos
mejora con el nimero de iteraciones, por lo que si se desea una calidad
maxima es preferible continuar iterando hasta que los desplazamientos sean
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Figura 33: Planteamiento postproceso de suavizado. Las barras que intervienen en el
equilibrio del nudo A se han marcado con mayor grosor.

despreciables.

Es posible elegir entre desplazar todos los vértices al finalizar cada ite-
racién (lo que permite paralelizar el proceso) o, si se implementa de manera
secuencial, se puede optar por desplazar cada vértice en cuanto se resuelve su
equilibrio (esto hace que, dentro de una misma iteracién, los vértices restan-
tes tengan en cuenta ya los desplazamientos de los vértices ya equilibrados,
lo que reduce el nimero de iteraciones necesarias). La calidad obtenida es
casi idéntica en ambos casos, si bien el resultado puede no ser el mismo
(desplazar todos los vértices a la vez conserva la simetria si el mallado es
simétrico, mientras que desplazando cada vértice se puede perder la simetria
en algunos casos).

En cada iteracién, se localizan para cada nudo las barras que estan co-
nectadas a él. Por ejemplo, en la figura 33, el nudo A es compartido por
5 cuadrilateros, y por tanto hay que plantear su equilibrio mediante 10 ba-
rras (5 barras correspondientes a lados de los cuadrildteros, y otras 5 de
diagonales conectadas al nudo).

El equilibrio del nudo es la ecuacién (43), donde f(t) se construye su-
mando la contribucién de todas las barras conectadas al nudo (tanto las
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1 Postproceso de suavizado mediante muelles

2

3 Entrada: {lista de vértices},

4 {lista de cuadrildteros},

5 {tamafio deseado de elemento (por vértice)}

6 Repetir

7 Para cada P < vértice interior de {lista de vértices}

8 t < [0,0]

9 Repetir

10 f + [0,0]

11 J + [0,0,0,0]

12 Para cada A < arista conectada a P

13 L; < longitud deseada de A (dato de entrada)

14 f« f 4+ f(A,Lij,t) —evaluando la ecuacién (47)

15 J+«J + J(A,L;,t) —evaluando la ecuacién (48)

16 Para cada D < diagonal conectada a P

17 m < mejor candidato m; de la expresién (65)

18 L; < longitud ideal de D segin el escalar m

19 (opcional) L; + L;-media(L; de lados)/media(Long. de lados)
20 f« f 4+ f(D,L;i,t) —evaluando la ecuacién (47) con la (75)
21 J+ J+ J(D,L;,t) —evaluando la ecuacién (76)

22 tnueva < Resolver el sistema J(t): (tnueva — t) = —1f(t)

23 paso < tnueva — t

24 t < thueva

25 Mientras (norma(f) > wmbralss;) Y (norma(paso) > umbralpaso)
26 P+« P+t

V)
3

Mientras max( norma(t) ) > umbralsyavizado

Algoritmo 1: Planteamiento del método propuesto (secuencial).

correspondientes a lados como a diagonales, expresién (47)), con la tnica
particularidad de que E;(t) se toma de (46) en barras de lados y de (75) en
barras diagonales, y que ademas L; es el tamano deseado del lado en barras
de lados, y el tamano ideal de la diagonal en barras de diagonales (obtenida
del mejor candidato de (65)).

De la ecuacién (43) se obtiene el valor de t que transforma el nudo en
su posiciéon suavizada. Esta ecuacion se puede resolver mediante Newton-
Raphson, construyendo la matriz Jacobiana como suma de la contribu-
cién de las barras de lados -expresién (48)- y de las barras de diagonales
-expresion (76).

Operando asf en todos los nudos, completamos una iteracion, y progre-
samos hasta que los vectores t de todos los nudos sean despreciables.

El pseudocédigo del procedimiento se presenta en el algoritmo 1 para
la versién secuencial en la que cada vértice se desplaza inmediatamente
al resolver su equilibrio, y en el algoritmo 2 para la versién paralelizable,
desplazando todos los vértices a la vez al finalizar cada iteracién.
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Versiéon desplazando todos los vértices a la vez
Entrada: {lista de vértices},
{lista de cuadrildteros},

{tamafio deseado de elemento (por vértice)}

Ps « {lista de nueva posicién de vértices} « {lista de vértices}

Repetir
Para cada P < vértice interior de {lista de vértices}
t < [0,0]
Repetir
f <« [0,0]

J« [0,0,0,0]

Para cada A < arista conectada a P
L; + longitud deseada de A (dato de entrada)
f« f+ f(A,L;,t) —evaluando la ecuacién (47)
J<+«J + J(A,L;,t) —evaluando la ecuacién (48)

Para cada D < diagonal conectada a P
m < mejor candidato m; de la expresién (65)
L; < longitud ideal de D segin el escalar m
(opcional) L; + L;-media(L; de lados)/media(Long. de lados)
f« f + f(D,L;,t) —evaluando la ecuacién (47) con la (75)
J+ J+ J(D,L;,t) —evaluando la ecuacién (76)

thueva  Resolver el sistema J(t):(tnueva — t) = —f(t)

paso < tnueva — t

t — tnue’ua

Mientras (norma(f) > umbralse;) Y (norma(paso) > umbralpaso)

Ps[P] « P + t

Para cada P <+ vértice interior de {lista de vértices}
P « Ps[P]

Mientras max( norma(t) ) > umbralsyavizado

Algoritmo 2: Planteamiento del método propuesto (paralelizable).
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3.4.5. Comparativa de resultados con postproceso

Se presenta a continuacién una comparativa de los resultados obtenidos
con diferentes algoritmos de postproceso de suavizado. Una coleccién de
ejemplos se encuentra en las figuras 34 a 41.

Se han tomado mediciones de la distorsion de Oddy, del error de tamano
de lados (relativo en tanto por cien respecto del deseado), y del error de
crecimiento de tamano (este tltimo sélo en zonas de mallado estructurado,
por tener verdadero sentido en aristas colineales consecutivas —caso que
ocurre principalmente cuando hay cuatro aristas por nudo, es decir, mallado
estructurado).

El error de crecimiento de tamano se ha medido comparando la relacién
entre las longitudes de dos aristas colineales consecutivas, y la relacion que
deberian tener si sus longitudes fueran las deseadas. Se ha expresado como
error de angulo de crecimiento, en grados.

En la tabla 8 se aportan todas estas mediciones, para el mallado origi-
nal sin postproceso (figuras 34 y 35), el algoritmo original de Giuliani [18]
(figuras 36a, 37a, y 38a), el algoritmo de Giuliani con la modificacién de
Sarrate y Huerta [50] (figuras 36b, 37b, y 38b), el método de minimizacién
del producto de la distorsién por el error de tamano (reinterpretando Gar-
gallo, Roca y Sarrate [17] con la distorsién Oddy, figuras 39a, 40a, y 41a),
asi como del método propuesto basado en muelles (figuras 39b, 40b, y 41b).

Los resultados indican que el método propuesto se comporta de manera
optima en los requisitos que exigiamos.

En el apartado de distorsién Oddy, la calidad obtenida es superior a la de
los algoritmos basados en Giuliani (la media es similar, pero el percentil 99°
de la distorsion se reduce cerca de un 40% —aspecto importante porque
dichos métodos deberian producir una distorsién extraordinariamente baja
al no velar por mantener el tamano deseado de los elementos). La distorsion
obtenida con el método propuesto es muy similar a la del método de mini-
mizacién del producto de la distorsién por el error de tamano (logra bajar
la media de 0.18 a 0.15 pero aumenta ligeramente el percentil 99°, de 0.90
a 1.04).

En el error del tamaifio de los lados de elementos consigue el mejor re-
sultado de todos los métodos estudiados, con un error relativo medio del
7.35%, y logrando que el 75% de las aristas tengan un error relativo por
debajo del 10 %. Los otros métodos no alcanzan estos resultados.
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Distorsion  Distorsién ~ Error medio  Aristas con  Error méximo Media valor absoluto
media percentil 99°  de tamano  error < 10% de crecimiento del error de crecimiento
Sin
0.31 4.27 8.69 % 68 % 18.98° 0.60°
postproceso
Postproceso 0.16 1.56 777 % 2% 3.75° 0.39°
de Giuliani
Postproceso
de Giuliani 0.14 1.65 9.33% 64 % 4.97° 0.72°
(cambios de [50])
Minimizacion
producto 0.18 0.90 8.10% 69 % 5.30° 0.92°
(reinterpreta [17])
Mé
étodo 0.15 1.04 7.35% 75% 2.65° 0.37°
propuesto

Tabla 8: Comparativa de mediciones de calidad tras cada método de postproceso estudiado. El método propuesto es 6ptimo, destacando la notable
reduccién del error de crecimiento de tamafio (mayor fidelidad a los gradientes de tamafio impuestos por el usuario). También reduce el error relativo
de tamaio de los otros métodos, y proporciona una distorsién de Oddy éptima (mejorando la de los métodos basados en Giuliani, y resultando muy
similar a la obtenida con el método de minimizacién del producto de la distorsién por el error de tamano).
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Muy destacable es el bajo valor del error de crecimiento de tamano, re-
duciendo a la mitad el error méximo de otros métodos (recordemos que este
ejemplo tiene una gradacién de tamano de elementos impuesta por el usua-
rio, y por tanto el error de crecimiento de tamano es también un indicador
importante). Con un error maximo de 2.65° y una media del valor absoluto
del error de 0.37° es el método que mejor logra conservar las gradaciones de
tamano de elementos.

A la vista de la tabla 8 se podria percibir la falsa impresiéon de que el
método original de Giuliani, pese a obtener peores resultados que el propues-
to(33) no parece quedar lejos. Sin embargo, como se ha dicho con anteriori-
dad, el método original de Giuliani tiende a igualar los tamanos de todos los
elementos, circunstancia que no ha disparado notablemente las mediciones
numéricas de calidad, pero que si que se aprecia visualmente en la figura 36a
(la variacién de tamano impuesta por el usuario queda muy difuminada).

En definitiva, se observa que el método propuesto responde de mane-
ra excelente a los criterios de calidad exigidos, porque queriamos reducir
tanto como fuera posible los errores de tamano, respetando las gradacio-
nes deseadas por el usuario, y todo ello con la menor distorsion posible de
los cuadriléteros. El modelo de muelles, con las diagonales controlando la
distorsion del elemento, y las aristas cuidando del tamano, logra responder
muy bien a todos estos requisitos, sin descuidar ninguno.

También quedan eliminados los “patrones de ruido” que aparecen en
métodos como el de Giuliani modificado por [50] (zonas de elementos de
tamafio notablemente diferente al que deberfan tener). Comparando visual-
mente las figuras 36b y 39b, se observa como en el método propuesto (se-
gunda figura) se han eliminado la presencia de estas zonas, que si que estdn
patentes en la primera.

Ademads de la calidad, la implementacién del método se puede hacer de
manera muy eficiente tanto en CPU como en GPU, gracias a sus posibilida-
des de paralelizacion. En cada iteracion, el suavizado de cada nudo se puede
hacer de manera independiente al del resto de nudos, lo que permite una
paralelizaciéon masiva sin necesidad de comunicacion de datos entre nicleos
de proceso (sélo es necesaria la comunicacién al finalizar cada iteracion).

(33)Except0 en la distorsién media, que reduce ligeramente.
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(a) Distorsién de Oddy en mallado previo al postproceso. A mayor distorsién, tonalidad
més oscura (distorsién media=0.31; distorsién percentil 99°=4.27).
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(b) Error relativo de tamaiio de aristas en mallado previo al postproceso. A mayor error,
tonalidad més oscura (error relativo medio=8.69 %; el 68 % de aristas no rebasan el error
relativo 10 %).

Figura 34: Mediciones de calidad en mallado original.



3.4.5 Comparativa de resultados con postproceso 99

++ 4+

+++

Figura 35: Error de variaciéon de tamafo en zonas de mallado estructurado previo al
postproceso, expresado como error de pendiente de crecimiento en grados. A mayor error,
tonalidad més oscura (maximo=18.98°; media del valor absoluto=0.60°").
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(a) Distorsién de Oddy tras postproceso de Giuliani. A mayor distorsién, tonalidad més
oscura (distorsién media=0.16; distorsién percentil 99°=1.56).

1]
[T AT
[T
T
i

(b) Distorsién de Oddy tras postproceso de Giuliani con modificacién de [50]. A mayor
distorsién, tonalidad mds oscura (distorsién media=0.14; distorsién percentil 99°=1.65).

Figura 36: Distorsion tras postprocesos que no corrigen el tamaio.
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(a) Error relativo de tamaifio de aristas tras postproceso de Giuliani. A mayor error, to-
nalidad més oscura (error relativo medio=7.77 %; el 72% de aristas no rebasan el error
relativo 10 %).

(b) Error relativo de tamaiio de aristas tras postproceso de Giuliani con modificacién de
[50]. A mayor error, tonalidad mds oscura (error relativo medio=9.33 %; el 64 % de aristas
no rebasan el error relativo 10 %).

Figura 37: Error de tamafio tras postprocesos que no corrigen tamaio.
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(a) Error de variacién de tamafo en zonas de mallado estructurado tras postproceso de
Giuliani, expresado como error de pendiente de crecimiento en grados. A mayor error,
tonalidad més oscura (maximo=3.75°; media del valor absoluto=0.39°).

(b) Error de variacién de tamano en zonas de mallado estructurado tras postproceso de Giu-
liani con modificacién de [50], expresado como error de pendiente de crecimiento en grados.
A mayor error, tonalidad més oscura (méximo=4.97°; media del valor absoluto=0.72°).

Figura 38: Error de variacién de tamafio en métodos que no corrigen tamano.
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(a) Distorsién de Oddy tras postproceso de minimizacién del producto del error de drea por
la media de la distorsién. A mayor distorsién, tonalidad més oscura (distorsién media=0.18;

distorsién percentil 99°=0.90).

(b) Distorsién de Oddy tras postproceso con el método propuesto. A mayor distorsion,
tonalidad més oscura (distorsién media=0.15; distorsién percentil 99°=1.04).

Figura 39: Distorsién tras postprocesos que corrigen el tamano.
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(a) Error relativo de tamaifio de aristas tras postproceso de minimizacién del producto del
error de drea por la media de la distorsién. A mayor error, tonalidad més oscura (error
relativo medio=8.10 %; el 69 % de aristas no rebasan el error relativo 10 %).
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(b) Error relativo de tamaiio de aristas tras postproceso con el método propuesto. A mayor
error, tonalidad més oscura (error relativo medio=7.35 %; el 75 % de aristas no rebasan el
error relativo 10 %).

Figura 40: Error de tamafio tras postprocesos que corrigen tamano.
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(a) Error de variacién de tamafno en zonas de mallado estructurado tras postproceso de
minimizaciéon del producto del error de area por la media de la distorsién, expresado co-
mo error de pendiente de crecimiento en grados. A mayor error, tonalidad més oscura
(maximo=>5.30°; media del valor absoluto=0.92°).

(b) Error de variacién de tamano en zonas de mallado estructurado tras postproceso con el
método propuesto, expresado como error de pendiente de crecimiento en grados. A mayor
error, tonalidad més oscura (méximo=2.65°; media del valor absoluto=0.37°).

Figura 41: Error de variacién de tamano en métodos que corrigen tamaro.
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3.5. Ejemplo de aplicacién. Radiosidad

Para mostrar el uso de mallados cuadrangulares, y en concreto de los
métodos descritos en esta Tesis Doctoral, se ha elegido como ejemplo de
aplicacion el andlisis de radiosidad.

En el mundo anglosajon se conoce como Radiosity Method, debido a
que equilibra la exitancia radiante, que en inglés se denomina a menudo
radiosity, aunque con significado no siempre equivalente®9) (la traduccién
al castellano como radiosidad se refiere sobre todo al método radiosity, siendo
menos frecuente su empleo como equivalente de ezitancia).

Se trata de un equilibrio de radiaciéon luminosa, planteado como método
de elementos finitos. El algoritmo original data de 1984 (Goral, Torrance,
Greenberg, y Battaile [19]; y Nishita y Nakamae [38]). Ambas fuentes se
basan en métodos numéricos de la Termodindmica para Transferencia de
calor, con origénes en los anos 1950 (Hottel [21], y Eckbert y Drake [15]).

A pesar de ser una herramienta que permite estimar valores del flujo
radiante y diversas magnitudes radiométricas y fotométricas -con directa
aplicacion en evaluaciéon de luminotecnia-, sin embargo el uso mas popular
de la radiosidad se ha producido en areas cuyo objetivo no es la estimacién

de magnitudes fisicas(®).

Cabe decir sin embargo que el método de radiosidad ha tenido siempre
como dificultad la necesidad de disponer de un mallado robusto y de cali-
dad, con el condicionante de que si el nimero de elementos es elevado, los
costes de cdlculo dejan de ser razonables(®®). Hay formulaciones de radiosi-
dad jerérquica [10] que permiten abordar el anélisis de problemas grandes
de manera mas eficiente pero, a pesar de ello, lograr un mallado 6ptimo en
términos de calidad y de nimero de elementos no es trivial.

Esto ha frenado su uso masivo, y ha conducido a que surjan métodos al-
ternativos no basados en elementos finitos, tales como seguimiento estocasti-

GYLa equivalencia entre exitancia y radiosity no es necesariamente literal, puesto que en
algunos contextos se considera que la exitancia engloba toda la radiacién que emerge de
una superficie por unidad de drea (suma de la emitida, reflejada, y transmitida), mientras
que en otros usos se refiere exclusivamente a la emitida. Por contra, el término radiosity
se emplea siempre para referirse a la suma de la emitida, reflejada, y transmitida.

(3% por ejemplo, la realidad virtual, la infograffa, y la animacién por ordenador, utilizan el
método de radiosidad por el realismo de las imégenes que produce (sobre todo en escenas
donde la iluminacién indirecta sea protagonista).

59 a matriz del problema no es dispersa, porque generalmente cada elemento recibe
radiaciéon directa de muchos otros elementos.



3.5 Ejemplo de aplicacién. Radiosidad 107

Expresién Inglesa  Equivalente en Fotometria

Flujo radiante Flujo luminoso
6 Potencia radiante  Radiant power/flux 6 Potencia luminosa
(W) (Im)
Irradiancia Irradiance Iluminancia
(W/m?) (Iz = Im/m?)
Exitancia radiante Radiosity Emitancia luminosa
(W/m?) (6 Radiant exitance) (Iz = Im/m?)
Radiancia Radiance Luminancia
(W -sr—t.m™2) (cd/m? =lm -sr—1-m™2)

Tabla 9: Magnitudes de Radiometria empleadas en analisis de radiosidad.

co de fotones y rayos de luz, procedimientos que no requieren descomponer
la escena en un mallado de elementos.

Todo lo que hemos expuesto sobre mallado cuadrangular nos abre la po-
sibilidad de ser aplicado en el método de radiosidad, aliviando estas dificul-
tades que han frenado parcialmente su empleo generalizado. Los algoritmos
descritos en esta Tesis Doctoral nos permiten generar un mallado cuadrangu-
lar de manera eficiente, con variacién del tamano de elementos, otorgando al
usuario flexibilidad y respuesta interactiva al mallar la geometria. El método
propuesto de postproceso mediante muelles ayuda a obtener unos elementos
lo mas regulares posible, que a la vez tienden al tamano deseado en cada
zona del dominio.

Ademsds, la practica totalidad de bibliografia sobre radiosidad emplea
mallado cuadrangular en sus ejemplos y planteamientos, mientras que la
mayoria de implementaciones reales en software se han basado en mallado
triangular, por la menor disponibilidad de algoritmos de mallado cuadran-
gular robusto. Esto constituye otro argumento a favor para considerar que
la radiosidad se puede beneficiar de los algoritmos que hemos descrito.

En la tabla 9 se indican magnitudes que intervienen en el método de
radiosidad. La irradiancia y la exitancia son analogas en cuanto a que ambas
miden la densidad del flujo radiante por unidad de superficie, pero difieren
en el sentido del mismo: La irradiancia expresa la densidad del flujo total
que incide sobre una superficie, mientras que la exitancia mide la densidad
del flujo que emerge de la superficie.

Por otra parte, la radiancia mide la densidad del flujo en funcién de



108 3.5 Ejemplo de aplicacién. Radiosidad

la direccién. Las superficies Lambertianas emiten, reflejan, y transmiten la
radiacién al igual en todas direcciones, por lo que su radiancia es constante
respecto de la direccién.

El analisis de radiosidad se emplea principalmente con hipétesis de super-

ficie Lambertiana, pero es posible también ampliarlo a modelos con radiancia

variable respecto de la direccién®7).

La ecuacién a resolver para un problema ya discretizado en n elementos,
supuestos todos ellos superficies Lambertianas es [54]:

n
B; :E¢+piZBjFij parai=1,2,...,n (80)
j=1

donde,
B; es la exitancia (radiosidad) del elemento i en W/m?

E; es la emisién del elemento i en W/m? (s6lo si i es fuente de luz)
pi es la reflectividad de i (fraccién de luz incidente que es reflejada)
B; es la exitancia (radiosidad) de un elemento j en W/m?

Fij es la fraccién (adimensional) de energia que llega a j desde 4

Aunque pueda parecer confuso que se esté empleando Fj; para evaluar
la luz que llega a i (a priori la intuicién sugerirfa utilizar Fj;), sin embargo
este hecho se debe a que la ecuacién (80) no expresa energia, sino densidad
de energia. Como indica [54], si consideramos la relacién de reciprocidad

Fl]AZ = P}ZA] (81)

de inmediato obtenemos una expresién mas intuitiva al convertir (80) en
una ecuacién de flujo radiante, que en efecto emplea Fj;:

n n
AiB; = AiE; + p; Z AiBjFij = AE; + p; Z A;B;Fji (82)
j=1 j=1

donde A; y A; son las areas de los respectivos elementos.

(7 Considerar la direccionalidad en el analisis incrementa en gran medida los recursos de
computacién necesarios, y conduce generalmente a dos estrategias: o bien discretizar las
direcciones, o bien hacer un célculo estocéstico. Ademds, hay que tener en cuenta que si
las superficies no son Lambertianas, la radiaciéon de luz que llegue desde cada superficie
al observador dependerd de su posicién, por lo que no es sencillo obtener una solucién
independiente del punto de vista, a menos que contenga la radiacién que viaja en cada
direccion.
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En cualquier caso, es més habitual plantear el problema con la ecua-
cién (80) que con (82).

F;; recibe el nombre de factor de forma de 7 a j. Depende de la forma
de los elementos i y 7, asi como de su orientacién relativa, y de que existan
o no obstédculos que impidan (total o parcialmente) que la radiacién llegue
desde ¢ a j. Es un valor comprendido entre 0 y 1.

Segin la analogia de Nusselt [22], el factor de forma F;; puede medirse
proyectando el elemento j sobre una semiesfera de radio unidad centrada en
1 y a continuacién volviendo a proyectar el resultado sobre la base circular
plana de la semiesfera. También es necesario considerar la posible existencia
de obstaculos que impidan que la radiacién llegue desde 7 a j, detalle que
vuelve inviable llegar a una expresién algebraica para el factor de forma, y
obliga a estimarlo mediante muestras discretas.

El mayor coste de computo del andlisis de radiosidad proviene, con di-
ferencia, de la obtencién de los factores de forma [11]. Para hallar cada Fj;
es necesario comprobar si cualquier otro elemento del modelo obstaculiza
(“hace sombra”) total o parcialmente cuando 7 transfiere energia a j.

La posibilidad de almacenar los factores de forma una vez obtenidos es
muy deseable, pero puede no ser viable: el nimero de factores a almacenar
tenderfa a n? (6 "72 si tenemos en cuenta la relacién de reciprocidad (81),
s6lo pudiendo evitar los factores que se anulen -habitualmente minoria).

Por ello, algunas implementaciones almacenan los factores de forma en
un caché en RAM o en disco, que con frecuencia alcanza varios GB. Otras
implementaciones no los almacenan, volviéndolos a obtener para cada ecua-
cién de la iteracion actual, con la consiguiente penalizaciéon de rendimiento.

3.5.1. Meétodo de Radiosidad implementado

La ecuacién (80) constituye la formulacién clésica de la radiosidad. La
resolucién iterativa de dicha ecuacién conduce a hallar la densidad de flujo
radiante que llega a cada elemento en cada iteracién, es decir, su irradiancia.

Es maés eficiente resolver el problema en direccién opuesta, contemplando
la exitancia en lugar de la irradiancia. De esta manera, en cada iteracién
hallamos la densidad de flujo radiante que un elemento envia hacia cada
elemento del modelo, en vez de obtener la que él recibe. Este procedimiento
se conoce como radiosidad con refinamiento progresivo [11].
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Al replantear la ecuacién (80) para hallar la energia que el elemento ¢
envia a cada uno de los elementos del modelo, necesitamos emplear el factor
de forma Fj; en lugar del Fj;. Pero es preferible utilizar F;; cuando emitimos
energia desde ¢ al resto de elementos del modelo, porque de esta manera
podemos obtener los F; hacia todos los elementos j proyectando sobre una
unica semiesfera centrada en i. Gracias a la relacién de reciprocidad (81)
podemos cambiar Fj; por Fj; [11].

Asi pues, la energia que j envia a i resulta
A

Bj debido a B; = p; B;Fj; = PjBiFijI
j

(83)

Este planteamiento es mas eficiente porque podemos elegir para cada ite-
racion el elemento que tenga mas energia pendiente de emitir, que sera el que
mas contribuya a llegar lo antes posible a una solucién cercana a la ideal. De
esta manera, las primeras iteraciones nos proporcionan un resultado mucho
mas Util que en el planteamiento original del método de radiosidad.

El método implementado ha sido precisamente este, para obtener una
convergencia mas temprana a la solucion.

Para el célculo de los factores de forma Fj; se ha utilizado el procedi-
miento del hemicubo acelerado en hardware [12], consistente en situar medio
cubo en el centro de cada elemento, y proyectar el resto de los elementos del
modelo sobre cada una de sus caras, con eliminacién de superficies ocultas
(para considerar la posible obstaculizacién/sombras entre elementos). Esta
técnica transforma la analogia de Nusselt en una proyeccién sobre caras pla-
nas, que puede beneficiarse de hardware de Buffer Z disponible en todas las
GPU actuales. De esta manera aprovechamos la GPU para acelerar la parte
més costosa del andlisis de radiosidad.

Como el hemicubo es una estimacién discreta (sus caras estdn consti-
tuidas por pizels), es susceptible de presentar riesgo de aliasing, pero la
resolucién elegida (lado del cubo igual a 850 pizels) ha sido suficiente para
que la estimacién de los factores de forma sea buena en los modelos utiliza-
dos. En general, la resolucién de los hemicubos debe elegirse de forma que la
proyeccion de cada elemento sea siempre de varios pizels. En caso contrario,
la precisiéon disminuye mucho, al tiempo que se produce aliasing y se anulan
factores de forma que en realidad no son nulos.

El método asi descrito se ha programado en lenguaje C++, empleando la
libreria grafica OpenGL para acelerar en hardware el cémputo de hemicubos
y para la visualizacion final de las imagenes.
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Los factores de forma se han calculado bajo demanda (cada factor obte-
nido solamente cuando es necesario) y se han ido almacenando en un caché,
lo que ha acelerado muy significativamente las iteraciones que necesitaban
factores previamente calculados. Como contrapartida, este caché ha llega-
do a ocupar 3 GB en el modelo de la Caja Cornell (con el mallado de la
figura 43) y cerca de 40 GB en el modelo del Palacio de Sponza (figura 51).

Las ecuaciones mostradas en este apartado no consideran el color. Es
trivial introducirlo, resolviendo la ecuacion para cada franja de longitud de
onda del espectro luminoso. En la implementacién realizada, se ha resuelto
exclusivamente para los tres colores primarios R, G, B, aunque el método
admite resolucion espectral. Nétese que los factores de forma no dependen
de la longitud de onda®®®, por lo que su coste de obtencién no incrementa
al trabajar con color.

3.5.2. Modelo de la Caja Cornell

La Caja Cornell ( “Cornell Box”) es una maqueta realizada en el “Pro-
gram of Computer Graphics” de la Universidad Cornell, a partir del ano
1984. Es casi ctibica, de tamano ligeramente mayor a medio metro de lado.

Se introdujo por primera vez en el primer articulo publicado sobre el
método de radiosidad [19]. Realizando fotografias y diversas mediciones de
luz de la maqueta, se emple6é como un medio para validar el método de
radiosidad, comparando asi los resultados con las mediciones obtenidas de
la maqueta.

A lo largo de los anos la Caja Cornell ha tenido varias versiones, segin
el algoritmo que se estuviese validando, siendo también aplicada a otros
métodos ademds de la radiosidad. Como la informacién de la maqueta es
publica [13], se ha utilizado también por desarrolladores de software grafico
de todo el mundo para comprobacién de resultados.

La version utilizada en el presente andlisis es la disponible en [13], con
la pared izquierda roja y la derecha verde, siendo todas las superficies Lam-
bertianas.

El modelo se ha dibujado con las coordenadas especificadas en dicha
pagina web oficial, y los contornos se han pasado directamente al algoritmo

(3%)Gj las superficies no fuesen Lambertianas y se modelizasen fenémenos de refraccién y
dispersién de luz, los factores de forma dependerian de la longitud de onda.
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de mallado cuadrangular que hemos descrito, asi como postprocesado con el
método de muelles propuesto.

Los datos de color originales estan descritos por longitud de onda. Se ha
hecho una transformacién aproximada a los primarios R, G, B, efectudndose
el andlisis en R, G, B en vez de en franjas de longitudes de onda.

Un primer andlisis, con 363 elementos (que apenas necesita 500 KB para
almacenar todos los factores de forma) puede verse en la figura 42. El tamano
de los elementos es demasiado grande para poder capturar en detalle el
comportamiento de la luz en el modelo (en particular las sombras de los
prismas son muy imprecisas). No obstante, a pesar de que el tamano de
los elementos es inadecuado, nos proporciona una primera aproximacién al
equilibrio de radiacién. De hecho, se ha simulado correctamente la reflexién
difusa de las paredes roja y verde sobre las superficies blancas.

Aumentando la finura de la discretizacién en las zonas en que nece-
sitamos mds detalle (aplicando la gradacién del tamano de elementos del
algoritmo de mallado cuadrangular, y relajandolo con el postproceso basado
en muelles) obtenemos el mallado del suelo de la caja que puede verse en la
figura 44. El resto de superficies de la Caja Cornell se ha mallado especifi-
cando un tamano de elemento constante y, siendo rectangulares, obsérvese
que el algoritmo ha producido en ellas un mallado estructurado tal y como
serfa deseable (figura 43a).

Este nuevo modelo, con 27122 elementos, necesita cerca de 3 GB para
almacenar todos los factores de forma.

En la figura 46 se facilita una comparativa de la solucién de este modelo
(con interpolacién lineal) con la imagen sintética de referencia facilitada en
la pagina web de la Caja Cornell.

El perimetro de las sombras (tanto las nitidas como las de penumbra
difusa) en ambas imégenes es practicamente idéntico, asi como las reflexiones
difusas de las paredes de color. La cromaticidad no es exacta, debido a que
el andlisis se ha realizado en valores R, G, B.

El método de radiosidad permite simular complejos fenémenos de refle-
xion difusa, como la zona de ligera luminosidad que parece verse detras del
prisma alto. No se debe a iluminacién directa (estd en sombra), sino a la
reflexién difusa de la cara trasera del prisma, que es blanca. Una ampliacién
de esta zona puede verse en la figura 47a.
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(a) Solucién sin interpolar. (b) Solucién con interpolacién lineal.
Figura 42: Mallado y solucién de la Caja Cornell con elementos de tamano grande. El

analisis no posee la finura necesaria para definir las sombras con nitidez suficiente, que-
dando patente al interpolar la solucién.
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(a) Mallado completo. ) Solucién sin interpolar.

Figura 43: Mallado y solucién de la Caja Cornell empleando elementos mas pequefios en
las zonas en que es necesario capturar més detalles.



114 3.5.2 Modelo de la Caja Cornell

Figura 45: Mallado y solucién de la Caja Cornell (vista desde arriba).
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(a) Solucidén con interpolacién lineal.

(b) Imagen sintética de referencia.

Figura 46: Comparativa del andlisis con la imagen de referencia de la Caja Cornell.
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(a) Detalle de la zona de luz creada por la (b) Vista cenital, similar a la cara superior
reflexién difusa de la cara trasera del pris- de los hemicubos de los elementos del suelo.
ma alto.

Figura 47: Detalles de la solucién de la Caja Cornell.
3.5.3. Modelo del atrio del Palacio Sponza

En [33] se encuentra otro modelo ampliamente utilizado para el ensayo de
algoritmos de radiosidad e iluminacién global: El atrio del Palacio Sponza
(en Dubrovnik), modelo realizado por Marko Dabrovic en 2002. Se trata
de un palacio construido entre 1516 y 1522, que combina estilos gotico y
renacentista.

El modelo realizado por Marko Dabrovic estd formado por caras planas,
pero no es un mallado para andlisis, sino representacién de las superficies
describiéndolas con el menor ntimero de caras posible.

Por ello, en primer lugar se ha hecho el trabajo de obtener los contornos
a mallar, para después pasarlos al algoritmo de mallado cuadrangular y al
postproceso mediante muelles.

En este proceso se ha detectado que el modelo original tenia algunas
incorrecciones topoldgicas. En concreto, algunas superficies no eran orien-
tables (por tener aristas compartidas por més de dos caras), y habia caras
degeneradas (con area nula) y “vértices T7(39).

La tarea a realizar en este modelo no es por tanto un mallado propia-

39Ge conoce como “vértice T” la situacién producida cuando un vértice de una cara
pertenece a la arista de otra sin que dicha arista quede dividida.
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Figura 48: Solucién del Palacio Sponza (detalles, con interpolacién lineal).

mente dicho, sino un remallado, dado que ademas de mallar habia también
que interpretar y reparar la topologia original.

El mallado cuadrangular, con el postproceso de muelles ya aplicado, pue-
de verse en las figuras 50 y 51. En total se han generado 102135 elementos,
cuyos factores de forma ocupan cerca de 40 GB (se han almacenado, pese
al espacio requerido, por la ganancia de rendimiento que ello proporciona).

Se ha optado por hacer una simulacién nocturna® . El modelo de Marko
Dabrovic incluye texturas para las superficies, pero por simplicidad se ha
obtenido la solucién sin texturas, empleando cromaticidades diferentes a las
que realmente posee el Palacio.

49 La radiosidad también se puede aplicar a luz solar, mediante un modelo apropiado de
la radiacién del cielo en cada direccién, pero no obstante a efectos de este andlisis se ha
tomado iluminacién nocturna.
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(a) Solucién sin interpolar.

(b) Solucién con interpolacién lineal.

Figura 49: Solucién del Palacio Sponza (frontal).
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Figura 50: Mallado de la planta del Palacio Sponza.
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(a) Detalle mallado interior del atrio.

(b) Alzado longitudinal del mallado.

Figura 51: Mallado del Palacio Sponza.
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(a) Detalle solucién interior del atrio, con interpolacién lineal.

(b) Alzado longitudinal de la solucién, con interpolacién lineal.

Figura 52: Solucién del Palacio Sponza.
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4. Conclusiones

Un uso eficiente del hardware actual, tanto en lo que se refiere a CPUs
multinticleo como a GPUs, ofrece unas posibilidades que a menudo no estan
siendo suficientemente aprovechadas. Las mediciones de tiempo obtenidas
en el apartado “Eficiencia en CPU y GPU de los algoritmos propuestos” asi
lo indican.

Empleando herramientas como OpenCL o CUDA, que permiten explotar
estos recursos desde una sintaxis estandar de lenguajes de alto nivel como
C'y C++, es posible programar dispositivos actuales de muy diversa natu-
raleza sin necesidad de recurrir a lenguaje de bajo nivel. Un conocimiento
de las diferencias del diseno entre una CPUy una GPU resulta sin embargo
necesario.

Se ha observado que el algoritmo de mallado cuadrangular presentado
por Sarrate y Huerta en [50] es robusto y produce excelentes resultados,
teniendo ademaés un diseno muy sencillo. En el apartado “Modificaciones al
algoritmo de mallado” se han sugerido algunas modificaciones y mejoras al
mismo.

Con todo ello en consideracion, la implementacion realizada es capaz
de mallar de manera fiable y eficiente no sélo una bateria de contornos de
prueba, sino todos los dominios de los ejemplos mostrados en el apartado
“Fjemplo de aplicacion. Radiosidad”, aportando un importante banco de
pruebas, que la implementacién ha mallado muy satisfactoriamente. El tra-
bajo realizado no se encuentra agotado, cabe enfrentar la implementacion a
mas casos practicos, quizas detectando futuras posibles mejoras.

La ejecuciéon paralelizada del mallado, en CPU y GPU, ha obtenido in-
crementos de rendimiento de hasta 4 a 6 veces el del modo secuencial en
un nicleo de ejecucién. No se ha disenado una versidén especifica del algo-
ritmo para arquitecturas SIMD, que presumiblemente mejoraria atin mas
la eficiencia del mallado en GPU. Esta particularizacién se vislumbra como
un futuro frente de trabajo, sin perder de vista que implementaciones muy
especificas dificultan el mantenimiento del programa, y en algunos casos
pueden dejar de ser razonables.

Un escenario que inicialmente no habia sido previsto es el caso de mallar
modelos partiendo de una definiciéon geométrica que presente incorrecciones
topoldgicas. Dichos problemas son habituales en los archivos generados por
programas de modelado 3D. Siendo muy probable que la aplicacién practica
del mallado cuadrangular requiera su empleo en modelos que inicialmente
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posean errores de topologia (como se ha visto en el apartado “Ejemplo de
aplicacion. Radiosidad”), se abre un posible campo de trabajo en el &mbito
del remallado de geometria, aplicindolo al mallado cuadrangular.

El método propuesto de postproceso para mejora de calidad basado en
muelles se ha mostrado igualmente éptimo. Se ha aplicado en todos los
ejemplos realizados, siendo el que mayor calidad aportaba de entre todas
las alternativas ensayadas. La formulacion aqui presentada se basa en la
distorsion de Oddy, pero seria adaptable a otras medidas de distorsion de
cuadrilateros, aspecto que puede ser de interés.

Por ultimo, pero no menos importante, ha resultado especialmente mo-
tivadora la aplicacién de los algoritmos de mallado y postproceso al método
de radiosidad. Tratdndose de un método originalmente enfocado a elementos
cuadrangulares, cuyo uso se ha visto frenado parcialmente por la dependen-
cia de algoritmos de mallado robusto y de calidad, se detecta que el trabajo
realizado podria abrir nuevas vias de aplicacién en la radiosidad. Se sugie-
re estudiar estas posibilidades, profundizando en detalles que sobrepasan el
ambito de esta Tesis Doctoral.
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