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RESUMEN

Una forma de mejorar la percepcion y la predisposicion del alumnado hacia las
Matematicas en la Educacion Secundaria es promover el sentido real de éstas. Este
aspecto se deja de lado en la ensefianza escolarizada en muchas ocasiones, 1o que
provoca que el alumno no consiga situarse en la asignatura, sintiéndose perdido porque

no sabe qué esta haciendo realmente, ni para qué.

El presente trabajo consiste en acercar las Matematicas al alumnado, a partir de la
sucesion de Fibonacci, su relacién con el nimero aureo, sus aplicaciones y curiosidades,

tanto matematicas como en otras areas, de una forma atractiva e interdisciplinar.

PALABRAS CLAVE: Percepcion, Predisposicion, Sucesion, Interdisciplinar.

ABSTRACT

One way to improve the perception and willingness of students towards
Mathematics in the Secondary Education is to promote the real meaning of these. This
aspect is neglected in teaching schooled on many occasions, causing the student fails to

be in the subject, feeling lost because they do not know what is really doing, or why.
The present work is to bring mathematics to students, from the Fibonacci

sequence, their relationship to the golden ratio, applications and curiosities, both in

mathematics and in other areas, in an attractive and interdisciplinary way.

KEYWORDS: Perception, Willingness, Sequence, Interdisciplinary.



INTRODUCCION

A traveés de la sucesion de Fibonacci y su aplicacion didactica en las Matemaéticas
de la Educacion Secundaria (ESO), se intentara que el alumno disfrute de las
Matematicas. Que el alumno disfrute, a la vez que adquiere conocimientos, es la
principal idea, destacando también la interdisciplinariedad de las Matematicas en la vida
cotidiana, y la utilidad de poseer saberes previos para afrontar el aprendizaje de los

nuevos.

Las Matematicas en la Educacion Secundaria son una asignatura poco agradable,
como norma general, para el alumnado. “Las Matematicas son una asignatura dificil de

ensefar y de aprender”. (Cockcroft, 1985, p. 82)

Es por ello que se hace imprescindible que el alumno descubra su belleza, y
porque no, hasta le resulte divertido su estudio. Y si queremos que el alumno disfrute de

ellas, cuanto antes mejor.

Debido a la amplitud de aplicaciones de la sucesion de Fibonacci, el trabajo se

distribuira en tres bloques:

- Integracion la sucesion de Fibonacci a partir de 3 ESO, por ser el primer afio
que el alumno estudia las Sucesiones.
En este bloque se describira ampliamente la sucesion, haciendo hincapié la
interdisciplinariedad de las Matematicas en la vida cotidiana, y como las
Matematicas nos ofrecen curiosidades y juegos, que motiven al alumno al

fomento de su estudio.

- El segundo bloque se sitia en 4 ESO, curso donde el alumno conoce el
concepto de sucesiones, pero en el que aprendera a relacionar unos

conceptos matematicos con otros.

- Por ultimo, la aplicacion didactica de la sucesion de Fibonacci en
Bachillerato I, como una excelente herramienta para introducir el concepto

de limite.



A través de los distintos bloques podremos observar la importancia que tiene el
profesorado por motivar al alumnado y favorecer el interés hacia la asignatura, mediante
la historia de las matemaéticas, biografias, anécdotas y problemas de entretenimiento, y
como puede ayudarle a tener pensamientos interdisciplinarios que les permitan resolver
los problemas complejos de la realidad, y descubrir los vinculos que unen los

fendmenos aparentemente inconexos.



APLICACION DIDACTICA DE LA SUCESION DE FIBONACCI EN LAS
MATEMATICAS DE EDUCACION SECUNDARIA

El presente trabajo no consiste en realizar una Unidad Diddctica, sino transmitir la

belleza de las Matematicas y enfatizar el enfoque funcional de éstas.

Segun el Decreto 23/2007, de 10 de mayo, del Consejo de Gobierno, por el que se
establece para la Comunidad de Madrid el curriculo de la Educacion Secundaria
Obligatoria, y el Decreto 67/2008, de 19 de junio, del Consejo de Gobierno, por el que
se establece para la Comunidad de Madrid el curriculo del Bachillerato; la sucesion de
Fibonacci, con sus multiples aplicaciones en distintitas ramas, es un excelente elemento
introductorio a ciertos contenidos de la Ensefianza Secundaria, y en particular, para
Tercero ESO.

1. TERCEROESO

Este curso, al ser la primera vez que el alumnado se familiariza con las

sucesiones, es el curso, en el que mas encaja la sucesion de Fibonacci.

Tal y como se describe en la introduccién del presente trabajo, debemos integrar
la historia de las matemaéticas en la ensefianza de esta disciplina y motivar al alumnado
y favorecer el interés hacia las matematicas, mediante biografias, anécdotas y problemas

de entretenimiento.

Es por ello, que en primer lugar, el alumnado debe conocer quién fue Fibonacci y

lo aspectos principales de su obra.
1.1. Fibonacci

Leonardo de Pisa, Leonardo Pisano o Leonardo Bigollo (1170 - 1250), también
Ilamado Fibonacci, fue un matematico italiano, famoso por haber difundido en Europa
el sistema de numeracion indo-arabigo actualmente utilizado, el que emplea notacion
posicional (de base 10, o decimal) y un digito de valor nulo: el cero; y por idear la

sucesion de Fibonacci.

El apodo de Guglielmo (Guillermo), padre de Leonardo, era Bonacci (simple o

bien intencionado). Leonardo recibié postumamente el apodo de Fibonacci (por filius
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Bonacci, hijo de Bonacci). Guglielmo dirigia un puesto de comercio en Bugia, en el
norte de Africa, y de nifio Leonardo viajé alli para ayudarlo. Alli aprendi6 el sistema de

numeracion arabe.

Consciente de la superioridad de los numerales arabes, Fibonacci viajo a través de
los paises del Mediterraneo para estudiar con los matematicos arabes mas destacados de
ese tiempo, regresando a Italia, cerca de 1200. En 1202, a los 32 afios de edad, publico
lo que habia aprendido en el Liber Abaci. Este libro mostr6 la importancia del nuevo
sistema de numeracion aplicandolo a la contabilidad comercial, conversién de pesos y
medidas, calculo, intereses, cambio de moneda, y otras numerosas aplicaciones. En
estas paginas describe el cero, la notacion posicional, la descomposicion en factores
primos, los criterios de divisibilidad. El libro fue recibido con entusiasmo en la Europa

ilustrada, y tuvo un impacto profundo en el pensamiento matematico europeo.

Leonardo fue huésped del Emperador Federico Il, que se interesaba por las
matematicas y la ciencia en general. En 1240, la Republica de Pisa lo honra

concediéndole un salario permanente (bajo su nombre alternativo de Leonardo Bigollo).

La sucesion fue descrita por Fibonacci en su libro Liber Abaci, publicado en

1202, como la solucion a un problema de la cria de conejos (llustracion 1):

«Cierto hombre tenia una pareja de conejos en un lugar cerrado y deseaba saber
cuantos se podrian reproducir en un afio a partir de la pareja inicial teniendo en cuenta
que de forma natural tienen una pareja en un mes, y que a partir del segundo se

empiezan a reproducir»

llustracién 1. Solucion problema cria de conejos.
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Fuente: Knott, 2010a.
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La sucesion de Fibonacci es la siguiente sucesion infinita de nimeros naturales:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,...

La sucesion comienza con los nimeros 1y 1, y a partir de estos, cada término es

la suma de los dos anteriores. Es la relacion de recurrencia que la define.

Esta sucesion, como veremos mas adelante, tiene numerosas aplicaciones en la

vida cotidiana.

Una de las propiedades mas curiosas de la sucesién de Fibonacci, es que el
cociente de dos numeros consecutivos, se aproxima a la denominada razon dorada,
seccién aurea o divina proporcion. Este nimero, se lo nombra con la letra griega Phi

(D), tiene un valor de @ = 1+2\/g = 1.61803..., y la sucesion formada por los cocientes

(resultados de la division) de numeros de Fibonacci consecutivos converge,

rapidamente, hacia el nimero aureo.

Los griegos y renacentistas estaban fascinados con este numero, ya que lo
consideraban el ideal de la belleza. Un objeto que tuviese una proporcion (por ejemplo,
entre el alto y el ancho) que se ajustase a la seccidn aurea era estéticamente mas

agradable que uno que no lo hiciese.

1.2. Contenidos

Segun el Decreto 23/2007, de 10 de mayo, del Consejo de Gobierno, por el que se
establece para la Comunidad de Madrid el curriculo de la Educacion Secundaria
Obligatoria, se seleccionan los siguientes contenidos de Tercero ESO, que se pueden

ensefiar a través de la sucesion de Fibonacci.

Bloque 3. Algebra.

- Sucesiones de numeros enteros y fraccionarios. Sucesiones recurrentes.

Progresiones aritmeticas y geometricas.

- Traduccidn de situaciones del lenguaje verbal al algebraico.


http://es.wikipedia.org/wiki/Relaci%C3%B3n_de_recurrencia
http://es.wikipedia.org/wiki/Definici%C3%B3n_(matem%C3%A1tica)

- Resolucién algebraica de ecuaciones de segundo grado. Soluciones exactas y

aproximaciones decimales.

Bloque 4. Geometria.

- Reconocimiento de los movimientos en la naturaleza, en el arte y en otras

construcciones humanas.

Bloque 5. Funciones y gréficas.

- Construccion de tablas de valores a partir de enunciados, expresiones algebraicas
o gréficas sencillas.

- Elaboracion de graficas continuas o discontinuas a partir de un enunciado, una
tabla de valores o de una expresién algebraica sencilla.

- Uso de las tecnologias de la informacién para el analisis y reconocimiento de
propiedades de funciones.

- Utilizacion de modelos lineales para estudiar situaciones provenientes de los
diferentes &mbitos de conocimiento y de la vida cotidiana, mediante la confeccion

de la tabla, la representacion grafica y la obtencion de la expresion algebraica.

1.2.1. Sucesiones

Dentro del Bloque 2. Algebra, los alumnos de Tercero ESO, estudian las

sucesiones, siendo de gran utilidad la aplicacion didactica de la sucesion de Fibonacci.

Se llama sucesion a un conjunto de nameros dispuestos uno a continuacion de

otro.

aj ap,as,ag, ...,y
Los nimeros a; a,,as, ay, ..., Se llaman términos de la sucesion.
El subindice indica el lugar que el término ocupa en la sucesion.

El término general es a,, es una expresion que nos permite determinar cualquier

término de la sucesion.



Determinacién de una sucesion:

a) Por el término general
b) Por una Ley de recurrencia: Se dice que a, es una sucesion recurrente cuando

sus términos vienen definidos en funcion de los que le preceden
La sucesion de Fibonacci, sucesion recurrente, sigue una expresion sencilla:
ap = aAp-1 tap—
partiendo de dos primeros valores predeterminados:

31:1
32:1

se obtienen los siguientes nUmeros:

a3:2
a4:3
35:5
a6:8
a7:13
38:21

paran=3,4,5,6,7,8,....

1.2.2. Funciones

Con la aplicacion didactica de la sucesion de Fibonacci a las funciones,
conseguiremos un excelente elemento introductorio para éste contenido (Blogue 5.
Funciones y graficas). También el alumno aprendera a relacionar unos conceptos
matematicos con otros, pues segun se desarrolla el concepto de funcion, aparecen otros
contenidos de Tercero ESO, tales como la resolucion de ecuaciones de segundo grado y

las progresiones aritméticas y geometricas (Blogue 2. Algebra).
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Los nameros de Fibonacci tienen la funcion generadora:

f(x) =

1—x—x2

Con las condiciones iniciales, f, =0 y f; = 1, la ecuacion de esta relacion de

recurrencia es una ecuacion de segundo grado completa:
x2—x—1=0

Para obtener las soluciones utilizamos la formula:

—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

VAN raices son:

De esta manera, la férmula explicita de la sucesion de Fibonacci tendra la forma:
1+5) 1-+5)
fp =b > +d >

Si se toman en cuenta las condiciones iniciales, entonces las constantes b y d

satisfacen la ecuacién anterior cuando n=0 y n=1, es decir, que satisfacen el sistema de

ecuaciones:

b+d=0

b (1+\/§) +d (1—\/3) _1
2 2
Al resolver este sistema de ecuaciones se obtiene:

1 1
b_Eyd__E

Por lo tanto, cada numero de la sucesion de Fibonacci puede ser expresado como

11



1 /1+v5\ 1 [1-+5)\
fp, = — -—
V5\ 2 V5 \ 2
Para simplificar alun mas esta expresid, es necesario considerar el nimero aureo.

1++/5
¢ =—

Si comparamos,

o == 61803...,
1 2 _
2 =—2_=061803...

Observamos que poseen la misma parte decimal. En otras palabras.

<1>—1+1
B )

El Gnico nimero que cumple esa propiedad es el nimero de oro, de manera que la

expresion se reduce a:

oM — (1 — P)"
V5

fo =

Esta formula permite encontrar el enésimo nimero de Fibonacci sin la necesidad
de producir todos los numeros anteriores. Curiosamente esta formula depende

exclusivamente del nimero &ureo (nimero irracional).

Y es que el nimero de oro posee unas sorprendentes propiedades matematicas.

d=1 1—1 ! =1 ! =
JACREATE S
iy 1

1+

Construyamos ahora la progresion geomeétrica.

12
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Se trata de una progresion geométrica de razén & pero al mismo tiempo cada
término es también la suma de los dos anteriores. Es la Unica sucesion que participa al
mismo tiempo de la naturaleza de la progresion aritmética y geométrica, de ahi se deriva
esa maravillosa perfeccion en las figuras cuya geometria y dimensiones estan

vinculadas al nUmero de oro.

d=1+ L _

= 5=
2= 0d+1
Y, en general

(Dn — (Dn—l + cbn—z
A su vez
ot = - Pl

Siguiendo con las curiosidades matematicas, una forma de representar el nimero

de oro es mediante la sucesion de radicales consecutivos.

o= |1+ |1+ /1+ V14,

1.2.3. Aplicaciones en distintas disciplinas

Conocida la sucesion de Fibonacci por el alumno, ahora queda descubrirle como
una sucesion, descrita como la solucién a un problema de la cria de conejos, se
encuentra en nuestra vida cotidiana, y muy valida para explicar los contenidos incluidos

en el Blogue 4. Geometria.

1.2.3.1. Cuerpo Humano

Los numeros Fibonacci se encuentran en la estructura del cuerpo humano
(Fotografia 1). EI hombre tiene cinco apéndices (dos brazos, dos piernas y una cabeza);
cada brazo y cada pierna se componen de tres partes, acabando la ultima de ellas en

cinco apéndices (cinco dedos), divididos en tres pequefias falanges cada uno, excepto
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dos de ellos que solo poseen dos. A su vez la cabeza tiene tres rasgos salientes (dos
orejas y una nariz), y tres rasgos incrustados (dos 0jos y una boca). Por ultimo, el
cuerpo humano tiene cinco sentidos fisicos: la vista, el oido, el olfato, el gusto y el

tacto.

Fotografia 1. Mano humana.

Fuente: Capitanio y Manenti, 2009.

Con su conocido dibujo del hombre de Vitrubio, Leonardo da Vinci® ilustré el
libro "La Divina Proporcién” de Luca Pacioli?, editado en 1509 (llustracién 2). En dicha
obra se describen cuales han deben ser las proporciones de las creaciones artisticas.
Pacioli propone una figura humana en la que las relaciones entre las distintas partes de
Su cuerpo son proporciones aureas. Asi, en este hombre arménicamente perfecto para
Pacioli, el cociente entre la altura del hombre -el lado del cuadrado-y la distancia del

ombligo a la punta de la mano -el radio de la circunferencia- es el nimero aureo.

llustracién 2. EI hombre de Vitrubio.

Fuente: Capitanio y Manenti, 2009.

! (Vinci, Toscana, 1452 - Amboise, Turena, 1519). Artista, pensador e investigador italiano que, por su
insaciable curiosidad y su genio polifacético, representa el modelo mas acabado del sabio renacentista.
(Biografias y Vidas, 2015b).

2 (San Sepolcro, 1445 - Roma, 1514). Matematico italiano. (Biografias y Vidas, 2015c).
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1.2.3.2. Naturaleza

El numero de espirales que pueden verse en numerosas variedades de flores y
frutos, se ajusta a parejas consecutivas de términos de esta sucesion. El ejemplo mas
frecuentemente citado es la de la flor del girasol (Fotografia 2), cuya gran mayoria

posee 55 espirales en un sentido y 89 en el otro, o bien 89 y 144 respectivamente.

Fotografia 2. Espirales en girasol.

Fuente: Knott, 2010a.

Las margaritas también obedecen a esta secuencia, y acomodan sus semillas en
forma de 21 y 34 espirales. Las pifias, practicamente de cualquier variedad que
encuentres, también presentan un nimero de espirales que coincide con dos términos de
la sucesion de los nimeros de Fibonacci (Fotografia 3), por lo general 8y 13 0 5y 8.
Cuando uno comienza a bucear un poco en la forma en que los vegetales crecen o
acomodan sus semillas, pareciera que se han programado en sus cddigos genéticos los
términos de la sucesion de Fibonacci. Sin embargo, solo se trata de los resultados de la

evolucidn, una cuestién meramente préctica que coincide con los nimeros de Leonardo.

Fotografia 3. Espirales en pifa.

Fuente: Knott, 2010a.
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Simplemente, las plantas que acomodan sus semillas de esta forma logran “meter”
una mayor cantidad de ellas en el mismo espacio, “economizando” valiosos recursos. A
lo largo de los milenios, la seleccion natural las ha premiado con la proliferacion, a la
vez que ha extinguido a las menos eficientes. La razon por la que los numeros de
Fibonacci pueden encontrarse en tantos ejemplos de la naturaleza, también se relaciona
estrechamente con el nexo que existe entre esta sucesion y el nimero aureo, motivo por
el cual los griegos encontraban “tan naturales y agradables” las obras que se basaban en

él.

La espiral logaritmica basada en la relacién aurea o espiral de Durero (llustracion

3), también la podemos observar en la naturaleza (Fotografia 4).

Si partimos de un cuadrado de lado 1 y afiadimos otro cuadrado de lado también
igual a 1, formamos un rectdngulo de 2x1. Si a este rectangulo le afiadimos otro
cuadrado de 2x2, formamos otro rectdngulo de 3x2 (siguiendo la serie de Fibonacci) y
después un cuadrado de 3x3 teniendo un rectangulo de 5x3 y asi sucesivamente.
Trazando un cuarto de circulo con origen del mismo desde un vertice de cada cuadrado

obtendremos la espiral de Durero.

llustracién 3. Espiral de Durero. Fotografia 4. Concha.

Fuente: Knott, 2010a. Fuente: Knott, 2010a.

1.2.3.3. Fisica

Si se colocan dos laminas planas de vidrio en contacto y se hace que unos rayos
luminosos las atraviesen, algunos (dependiendo del angulo de incidencia) las
atravesaran sin reflejarse, pero otros sufrirdn una reflexion. El rayo que no sufre
reflexion tiene s6lo una trayectoria posible de salida; el que sufre una reflexion tiene dos
rutas posibles; el que sufre dos reflexiones, tres trayectorias, el que experimenta tres
reflexiones, cinco, y asi sucesivamente. Tenemos aqui nuevamente una sucesion de
Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8... Si se aumenta el nimero de reflexiones (n), el nimero de

trayectorias posibles sigue una sucesion de Fibonacci.
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1.2.3.4. Arquitecturay Arte

El nimero aureo se representa con la letra griega @ (Phi), en honor al escultor
griego Fidias. ElI numero &ureo se define como la relacién o proporcion entre dos
segmentos de una recta, que estan en la misma proporcion que la suma de ambos

segmentos y el segmento mas largo. Es decir, si los segmentos son a y b, y a>b,

+b L .
entonces @ = %= (aa ). La solucion positiva de segundo grado es

1.61803398874989...

Para construir un rectangulo aureo (llustracién 4), a partir de un cuadrado de lado
DF, basta con determinar el punto medio A", y trazar, con centro en el punto A", una
circunferencia que pase por uno de los vértices del lado opuesto, por ejemplo el E,

obtenemos el punto C, con lo que podremos construir el rectangulo aureo.

[lustracion 4. Rectangulo aureo.

D A F c
Fuente: Capitanio y Manenti, 2009.

Lo increible del rectangulo &ureo es que se ha ocupado en arquitectura, como las
pirdmides de Egipto, el Partendn (llustracion 5), o también en el disefio de las tarjetas de
crédito, cajetillas de tabaco, etc. Esto no es una coincidencia ya que el nimero aureo
representa belleza y equilibrio, por ende nuestro subconsciente se “enamora” de estos

objetos.

llustracién 5. Partendn.

]
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5

& ®

Fuente: Knott, 2010b.
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1.2.3.5. Mdsica

La proporcion aurea y la sucesion de Fibonacci tienen innumerables relaciones
con la musica. Se utilizan tanto en obras y composiciones como a la hora de construir
ciertos instrumentos. El niimero 4ureo lo usaba Stradivarius® para calcular la ubicacién
exacta de los oidos o efes en la construccion de sus famosos violines y en las distancias

entre las distintas partes del violin, como por ejemplo, entre el traste y el cuerpo.

En el piano, si nos detenemos en el séptimo nimero de la sucesion de Fibonacci
(13), comprobamos que en la secuencia 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,... se tiene que 13 son los
semitonos de una escala cromatica, 8 son las notas de la escala principal (notas blancas),
5 son las notas de la escala pentatonica (negras), en grupos de 2 y 3 teclas.

1.2.3.6. Ciney Literatura

En la pelicula “El Coédigo da Vinci”, basada en la novela de misterio escrita por
Dan Brown, aparece la Sucesion de Fibonacci en varias ocasiones. Al principio aparece
en la escena del crimen del Gran Maestre de la orden del Priorato de Sion: 13-3-2-21-1-
1-8-5. Como se ve son los primeros ocho numeros de Fibonacci desordenados.
Posteriormente estos digitos ordenados se convertiran en el nimero de cuenta secreta

que da acceso al gran Secreto guardado por la Orden.

En cuanto a la literatura, no podemos dejar de mostrar al alumno el siguiente
soneto de Rafael Alberti* (1946, Proemio):

® (Cremona, actual Italia, 1644 - 1737). Luthier italiano. (Biografias y Vidas, 2015a).
* (Puerto de Santa Marfa, 1902 - 1999). Poeta espafiol, miembro de la Generacién del 27. (Biograffas y
Vidas, 2015d).
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A LA DIVINA PROPORCION

A ti, maravillosa disciplina,
media, extrema razon de la hermosura,
que claramente acata la clausura

viva en la malla de tu ley divina.

A ti, carcel feliz de la retina,
aurea seccion, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura

que el Universo arménico origina.

A ti, mar de los suefios, angulares,
flor de las cinco formas regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro.
Luces por alas un compas ardiente.
Tu canto es una esfera transparente.

A ti, divina proporcion de oro.

1.2.4. Curiosidades y juegos matematicos

Una vez que el alumno se ha familiarizado con la sucesion de Fibonacci, y como
se encuentra en la vida cotidiana, se pueden plantear problemas matematicos recurrentes

que hagan, por qué no, divertidas las matematicas.

Estos problemas, ademas de divertir al alumno con las Matematicas, fomentan la
adquisicion de competencias, asientan los objetivos, e invita al alumno, a realizar

ejercicios de calculo mental.
A continuacion exponemos algunos que se han elegido a nivel 3 ESO.

a) Lasuma de diez elementos consecutivos cualesquiera de la sucesion de Fibonacci

es igual a 11 veces, el 7° elemento de ese grupo (llustracion 6).
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lustracion 6. Calculo 10 elementos consecutivos sucesion Fibonacci

Término 10 |20 |30 |4° |5° |@g° |70 (8 |9° |10
Elemento Fibonacci 1 1 2 3 5 8 13 (21 |34 |55
Suma 10 elementos 1+1+2+3+5+8+13+21+34+55=143

consecutivos
11 veces el 7° elemento | 11 x 13 =143

Fuente: Elaboracion propia.

Con objeto de demostrar esta propiedad de la sucesion de Fibonacci solicitaremos
a un alumno que escriba en la pizarra un par de enteros positivos cualesquiera (uno
debajo del otro), que los sume y obtenga un tercero, que debe describir debajo del
segundo; que sume los dos Gltimos nimeros y obtenga un cuarto, prosiguiendo de esta
forma hasta formar una columna de diez numeros. Es decir, ha de escribir los diez
primeros términos de una sucesion generalizada de Fibonacci, donde cada término es

suma de los dos que le preceden, exceptuados los dos primeros, que son arbitrarios.

Hecho esto, solicitamos a la clase que realice el sumatorio con la calculadora.
Trazamos una raya por debajo de los diez sumandos, e inmediatamente, sin calculadora,
y mucho antes que hayan finalizado el sumatorio con la calculadora, escribimos la

suma. ¢,Como?

La clave consiste en multiplicar por 11 el séptimo de los ndmeros a sumar,

operacion que facilmente se realiza de cabeza.

Supongamos que el séptimo numero sea 928 (llustracion 7). Anotamos ya la cifra
8, que serd la Gltima cifra de la suma. Sumamos 8 y 2, y obtenemos 10. Escribimos en la
suma un 0 inmediatamente al lado del 8, y llevamos 1. La suma del siguiente par de
cifras, 9y 2, es 11. Afladimos el 1 que arrastrabamos, y tenemos 12. Escribirnos el 2 a
la izquierda del 0 en la suma, y seguimos llevando 1, que sumaremos al 9, y en la suma
anotamos 10 a la izquierda del 2. La suma, ya terminada, es 10.208. En resumen, se
suman las cifras por pares de derecha a izquierda, llevando 1 cuando sea necesario, y

terminando con la Ultima cifra de la izquierda.
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lustracién 7. 928 x 11.

/VV\

9+1=10 11+1=12

T

10 2 0 8
Fuente: Elaboracion propia.
b)  Usando los términos de la sucesion de Fibonacci podemos dibujar rectangulos de
dimensiones iguales a los términos de la sucesion (llustracion 8). Los rectangulos con

estas dimensiones encajan perfectamente entre si, como piezas de un puzle formando

cuadrados, de tamarios progresivamente mayores.

llustracion 8. Rectangulos de Fibonacci.

Fuente: Knott, 2010a.

La explicacion es sencilla. Sumando los productos de los términos consecutivos

de la sucesién en la forma.

- (1-1) + (1-2) + (2-3) = 3, obtenemos el cuadrado del Gltimo término.

- (1) +(1-2) + (2-3) + (3-5) + (5-8) + (8:13) + (13-21) = 212

- (1-1) + (1-2) + (2:3) + (3:5) + (5-8) + (8:13) + (13-21) + (21-34) + (34-55)
+ (55-89) + (89-144) = 144
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c)  Cualquier nimero natural se puede escribir mediante la suma de un ndmero
limitado de términos de la sucesion de Fibonacci, cada uno de ellos distinto a los demas.
vease ejemplo,

17=13+3+1

d) Cada nimero de Fibonacci es el promedio del término que se encuentra dos

posiciones antes y el término que se encuentra una posicion después.

foz + fois

fn = 5

vease ejemplo,

1-1-2-3-5-8-13-21-34-55-89-144 233

_fs+fg  5+21
f7_—:_:

13
2 2

e) Lasuma de los n primeros numeros es igual al nimero que ocupa la posicion n+2

menos uno.
f1+f2+"‘+fn :fl‘l+2_1

véase ejemplo,

1-1-2-3-5-8-13-21-34
fl +f2 +f3+f4+ f5+f6+ f7 ==

=141424+34+548413=33=34—-1=f,,,—1

f)  El maximo comun divisor de dos numeros de Fibonacci es otro nimero de
Fibonacci.

med (fn, fn) = fmcdmm)

vease ejemplo,
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9)

h)

i)

Si fg =21y f;, = 144, entoncesm =8, n =12,
por lo que el mecd(m, n) =mcd(8, 12) =4y
el med (fg, fi,)=(21,144)=3=f,

Si n es divisible entre m, entonces f,, es divisible entre f,.

vease ejemplo,

flo=55y fs =5, = =2

f 55
entonces =2 = = =11
fs 5

f, es par, si y sélo si, n es multiplo de 3.

veéase ejemplo,
f3 = 2, f6 = 8, fg = 34‘, f12 = 14‘4‘, e

A excepcion del 3, todo numero de Fibonacci que sea primo tiene también

subindice primo.

)

K)

véase ejemplo,

89 =f,;. EI 89 es primo y el 11 también

Dos nimeros de Fibonacci consecutivos cualesquiera son siempre primos entre si.

véase ejemplo,

f3=2
fa=3
f5=5
2 es primo con 3y 3 es primo con 5

El cuadrado de un término de la sucesion de Fibonacci es igual al producto de los

términos que quedan a su derecha e izquierda respectivamente, aumentado o disminuido

en una unidad. Esta diferencia va haciéndose alternativamente positiva y negativa.
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foo1 fhgr = fr% +1

vease ejemplo,

fa=2
f4=3
f5=5

Obtenemos, 2 - 5=3%+1

) La suma de los cuadrados de dos nimeros de Fibonacci consecutivos fn y fn+1 es
igual al término de Fibonacci de orden f(2-n+1).

(f)? + (Fav1)* = F (2ne 1)

vease ejemplo,

f3=2
f4=3
22+3°=13 f(2-3+1) = f7 = 13

m) Cualesquiera cuatro términos de Fibonacci consecutivos A, B, C y D, verifican
que:

C’*-B*=A-D

véase ejemplo,

892 — 552 =144 - 34

Es decir, la diferencia entre los cuadrados de los términos medios es igual al

producto de los términos de los extremos.

1-1-2-3-5-8-13-21-34-55-89—-144-233

n)  Comprobar si un nimero entero positivo es un nimero de Fibonacci

Si N es un nimero entero positivo, N es un nimero de Fibonacci si y solo si,

5.N°+4 0 5-N?-4 es un cuadrado perfecto.

Como podeis ver la regla es bien sencilla. Veamos algunos ejemplos:
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f,= 0 es un nimero de Fibonacci porque 5-0%+ 4 = 4 = 2?
f,= 1 es un nimero de Fibonacci porque 5-1°— 4 = 1 = 17
f,= 1 es un nimero de Fibonacci porque 5-1°+ 4 =9 = 3°
f,= 2 es un nimero de Fibonacci porque 5-2%- 4 = 16 = 4

f,= 3 es un nimero de Fibonacci porque 5-3°+ 4 = 49 = 72
4 no es un namero de Fibonacci porque:

- Ni5-4*-4=76,ni 5-4*+ 4= 84, son cuadrados perfectos.

fs= 5 es un nimero de Fibonacci porque 5-5% - 4 = 121 = 11
6 no es un numero de Fibonacci porque:

- Ni5-6%—4=176, ni 5-4* + 4= 184, son cuadrados perfectos.

. . . 1 1
0)  Fibonacci y las fracciones. EI asombroso =Y o5

Pese a no ser muy conocido, los nimeros 89 y 109 estdn muy ligados a la

sucesion de Fibonacci

Para demostrar la siguiente caracteristica, utilizaremos con los alumnos programas

. , .. . e ey 1
de Hoja de Calculo. Solicitaremos que realicen la divisién pvs
Nos queda un numero decimal periédico con 44 decimales:

é =0.01123595505617977528089887640449438202247191

Fijémonos en los decimales. Vaya, qué curioso, los seis primeros decimales (0, 1,
1, 2, 3, 5) son los seis primeros términos de la sucesion de Fibonacci (podéis ver aqui

cdmo se construye esta sucesion). Pero aln hay mas.

Los alumnos en la Hoja de Calculo deberan realizar una tabla (Tabla 1), dividendo
cada término de la sucesion por 10 elevado a la posicion que ocupa en ella. Veamos qué

pasa:
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Tabla I. Célculo de %

1_ 0.011235955..........
89

0/(1071) 0,01

1/(1072) 0,001

1/(1073) 0,001

2/(1074) 0,0002

3/(1075) 0,00003

5/(1076) 0,000005

8/(1077) 0,0000008

13/(1078) 0,00000013

Fuente: Elaboracion propia.

Finalizada la tabla, el alumno realizara el sumatorio (X) de la columna de la

derecha. ¢ Qué obtenemos?

‘ . p 1 .
Como podemos ver los términos calculados asi suman v ademas nos dan los

términos de la sucesion de Fibonacci en el mismo orden en el que aparecen en

Sin abandonar la Hoja de Célculo, veamos qué pasa con el 109:

. e g 1 , . T
Realicemos la divisién oo Nos queda un numero decimal peridédico con 108

decimales:

— = 0.009174311926605504587155963302752293577981651376146788

109

990825688073394495412844036697247706422018348623853211

Como vemos los seis Gltimos decimales del periodo son, junto al 0, los primeros

términos de la sucesion de Fibonacci colocados en orden inverso de aparicion.

Dividamos ahora cada término de la sucesion de Fibonacci por 10 elevado a 109

menos la posicion que ocupa en la sucesion (Tabla I11). Nos queda algo asi:
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. , , 1
Tabla Il. Primer método de célculo de o5

a_ T 18348623853211
109
0/(107109) ..00000000000000
1/(10~108) ..00000000000001
1/(107107) ..0000000000001
2/(107106) ..000000000002
3/(107105) ..00000000003
5/(10°104) ..0000000005
8/(107103) ..000000008
13/(107104) ..00000013

Fuente: Elaboracion propia.

. 1 -, . -
Nos suena, ¢verdad? Esas operaciones suman =5 Y también nos dan los términos

de la sucesion de Fibonacci. Otra cosa cuanto menos bastante curiosa.

Y una méas del 109. Tomemos cada término de la sucesion de Fibonacci y
elevémoslo a 10 elevado a su posicion en la sucesion. Después sumemos Yy restemos

alternativamente (Tabla I11). El resultado vuelve a ser analogo a los anteriores:

Tabla I1l. Segundo método de célculo de %

ElE 0,00917431...........
109
0/(1071) (+) 0,0 (+)
1/(102) (-) 0,01 (-)
1/(1073) (+) 0,001 (+)
2/(1074) () 0,001 (-)
3/(1075) (+) 0,0002 (+)
5/(1076) (-) 0,00003 (-)
8/(10°7) (+) 0,000005 (+)
13/(1078) (-) 0,00000013 (-)

Fuente: Elaboracién propia.
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1.3. Recursos materiales

Obviamente, mucho se ha escrito sobre la sucesion de Fibonacci, pero en este
apartado cabe mencionar a D. Antonio Pérez Sanz®, que realiz6 una serie de 13

programas en TVE 2 “La Aventura del Saber”.

De los 13 programas, todos ellos recomendables, y muy validos para introducir
distintos conceptos matematicos a lo largo de la Educacion Secundaria, resaltamos dos

(lustracion 8 y 9).
El primero de ellos dedicado a la sucesion de Fibonacci.

llustracién 8. Fibonacci. La magia de los nimeros.

m Mas por mer Somos Documentales

ki

Fuente: Pérez, 2011b.

y el segundo al nimero aureo

llustracion 9. El nimero aureo.

“ Mas por menos somos Documentales

Mas por Menos - El namero dureo == e

Fuente: Pérez, 2011a.

Ambos videos, con una duracion inferior a los 20 minutos, son una excelente

herramienta para motivar y fijar contenidos en el alumno.

® Licenciado en matematicas por la Universidad Complutense en 1976. Naci6 en Valdeavero, Madrid, en
1954. (Centro virtual de divulgacion de las matematicas, s.f.).
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1.4. Actividades

La presente sucesion, tal y como hemos visto, es un excelente recurso para que el
alumnado disfrute de las Matematicas. En el presente curso seria interesante hacer
participe al alumno del descubrimiento de la sucesion mediante trabajos grupales. Estos
podrian ser bajo la tutela del profesor mediante una webquest, o bien realizando trabajo

de investigacion por parte del alumnado.

Dividimos la clase en grupos, de 8 alumnos por grupo. Dentro de un grupo, cada

miembro elegira una de las siguientes tematicas:

1) Historia.

2) El cuerpo humano.
3) Naturaleza.

4) Fisica.

5) Arquitecturay Arte.
6) Musica.

7) Ciney Literatura.

8) Curiosidades y juegos matematicos.

Recopilada la informacién de los 8 miembros del grupo, deberan realizar un

poster, el cual expondran en clase de Matematicas.

1.5. Obijetivos didacticos

. Reconocer sucesiones.

. Escribir cualquier término de una sucesion, conocido su término general.

. Calcular el término general de sucesiones sencillas conocidos sus primeros
términos.

. Distinguir una progresion aritmética de una geométrica.

. Reconocer ecuaciones de segundo grado.

. Resolver ecuaciones de segundo grado con una incdgnita en forma gréfica y
en forma numérica.

. Aplicar los métodos de resolucion anterior a problemas practicos.

. Conocer la sucesion de Fibonacci.
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. Desarrollar la intuicion geométrica.

. Potenciar la curiosidad para encontrar relaciones entre magnitudes.
. Relacionar el lenguaje grafico con otros lenguajes matematicos.

. Apreciar la presencia de conceptos matematicos en otros ambitos.

. Ser capaz de extraer conclusiones propias; inferir resultados.

1.6. Competencias

La sucesion de Fibonacci, teniendo en cuenta todo lo expuesto anteriormente,
junto a las actividades propuestas, colabora a la adquisicién de las siguientes

competencias bésicas:

. Comunicacion linguistica

La sucesién de Fibonacci contribuye a la competencia en comunicacion
linglistica puesto que se utiliza continuamente la expresion oral y escrita en la

formulacién y expresion de las ideas.
. Matemaética

Con la sucesion de Fibonacci el alumno aplica aquellas destrezas y actitudes que
permiten razonar matematicamente, comprender una argumentacién matematica y

expresarse y comunicarse en el lenguaje matematico.

. Conocimiento y la interaccion con el mundo fisico

Conocer la sucesion de Fibonacci y sus aplicaciones es una importante

herramienta para conocer el mundo que nos rodea.
. Tratamiento de la informacion y competencia digital

El uso de calculadoras y hojas de calculo contribuye a mejorar la competencia en
tratamiento de la informacion y competencia digital de los estudiantes.
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. Social y ciudadana

Realizar el poster adquiere una dimension singular si se aprende a aceptar otros

puntos de vista distintos al propio.
. Cultural y artistica

La sucesion de Fibonacci, y en particular la razén aurea, ofrece al alumno una
excelente herramienta para describir y comprender el mundo que nos rodea y

apreciar la belleza de las estructuras y pinturas que ha creado el hombre.

. Aprender a aprender

Con la sucesion de Fibonacci el alumno puede comprender, valorar y producir
informaciones y mensajes sobre hechos y situaciones de la vida cotidiana y

reconocer su caracter instrumental para otros campos de conocimiento.

. Autonomia e iniciativa personal

La resolucién de problemas matematicos y la realizaciéon de una parte individual,

dentro de un trabajo en equipo, fomenta esta competencia.
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2. CUARTO ESO

Si bien la sucesion de Fibonacci en Tercero ESO, muestra al alumnado, sus
aplicaciones y curiosidades, tanto matematicas como en otras areas, de una forma
atractiva e interdisciplinar, es en este curso, donde la sucesion de Fibonacci, simplifica

el aprendizaje de ciertos contenidos.
2.1. Contenidos

Segun el Decreto 23/2007, de 10 de mayo, del Consejo de Gobierno, por el que se
establece para la Comunidad de Madrid el curriculo de la Educacion Secundaria
Obligatoria, se seleccionan los siguientes contenidos de Cuarto ESO, que se pueden

ensefiar a través de la sucesion de Fibonacci.

OPCION A

Bloque 3. Algebra.

- Identidades notables: estudio particular de las expresiones (a+b)? (a-b)* y

(a+b)-(a-b). Factorizacion de polinomios.

OPCION B

Bloque 3. Algebra.

- Utilizacion de las identidades notables.

Bloque 4. Geometria.

- Razones trigonométricas de un angulo agudo. Relaciones entre ellas.

- Relaciones métricas en los tridangulos. Resolucion de triangulos rectangulos.

- Uso de la calculadora para la obtencion de angulos y razones trigonométricas.

- Aplicacion de los conocimientos geométricos a la resolucion de problemas

métricos en el mundo fisico: medida de longitudes, areas y volumenes.
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Bloque 6. Estadistica y probabilidad.

- Técnicas de recuento. Introduccién a la combinatoria: combinaciones, variaciones

y permutaciones. Aplicacion al calculo de probabilidades.

2.1.1. Combinatoriay Binomio Newton

La aplicacion didactica de la sucesion de Fibonacci interrelacionando los
contenidos seleccionados del Bloque 3. Algebra y del Blogue 6. Estadistica y

probabilidad, conseguira por parte del alumnado una vision global de las Matematicas.

Pues bien, recordando a los alumnos que a sucesion de Fibonacci comienza con
los nimeros 1 y 1, y a partir de estos, cada término es la suma de los dos anteriores,
relacionaremos dicha sucesion con el triangulo de Pascal (también conocido como
triangulo de Tartaglia), que es un triangulo formado por ndmeros enteros que se

construye de la siguiente manera (llustracion 11):

Colocamos un 1 en el vértice superior del triangulo. Despues, en la fila inferior,
colocamos un 1 a la derecha y un 1 a la izquierda del 1 de arriba. En la inferior
colocamos un 1 a cada extremo y entre los dos unos colocamos un 2 (1 + 1). En la
inferior un 1 en cada extremo y en medio un 3 entreel 1y el 2 (1 + 2) y otro 3 entre el 2
yel1(2+1).Y asi sucesivamente: en los extremos un 1 a cada lado y en las posiciones

intermedias colocamos la suma de los nimeros de arriba:

llustracion 11. Triangulo de Pascal.

Fuente: Elaboracion propia.

33



¢Como encontrar los elementos de la sucesion de Fibonacci en el triangulo de

Pascal? La respuesta se encuentra dentro de las diagonales del tridngulo (llustracion 12):

llustracidon 12. Nameros de Fibonacci en triangulo de Pascal.

1
1 1 1
i 1 2 1
2 1 3 3 1
3 1 4 6 4 1
5 '1 5 1010 5 1
8 |1 6 152015 6 1
13 1 7 21353521 7 1
21

Fuente: Knott, 2014.

Relacionado el triangulo de Pascal y la sucesién de Fibonacci, ¢cémo puede

simplificar los contenidos del presente curso? Asi de facil:
a)  Los nameros del triangulo de Pascal coinciden con los nimeros combinatorios.

El nimero combinatorio CI* (n sobre m) se encuentra en el triangulo en la fila

n+1, en el lugar m+1.

El nimero combinatorio C* (n sobre m) que representa el nUmero de grupos de m
elementos que pueden hacerse de entre un conjunto de n (por ejemplo, [4 sobre 2] nos
da el nimero de parejas distintas que podrian hacerse en un grupo de cuatro personas),

se encuentra en el triangulo en la fila n+1, en el lugar m+1 (llustracion 13).
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[lustracion 13. Numeros combinatorios en triangulo de Pascal.

1 4

L1 HES

L 2 1 5 G B

13 31 s G B G
T - N I I A

Fuente: Elaboracion propia.

Inmediatamente podemos saber que el nimero de parejas posibles [4 sobre 2] que
es 6 si miramos el tercer numero de la quinta fila. Esto hace que el tridngulo sea util
como representacion de estos numeros, y proporciona una buena forma de intuir sus

propiedades.

Por el contrario, a la formula de los nimeros combinatorios se le puede dar el
caracter de formula general del tridngulo para saber, sin necesidad de construir todas las
filas anteriores, cual es el nUmero que ocupa un lugar determinado:

m) m!
" n!-(m—n)!

b)  Los nimeros del triangulo de Pascal coinciden con los coeficientes que aparecen
en el binomio de Newton.

Cada fila del triangulo representa los coeficientes de los monomios que aparecen
en el desarrollo del binomio (a + b)" (tomando el 1 de arriba como la potencia n = 0), o
lo que es lo mismo, los coeficientes que aparecen en el binomio de Newton coinciden

con los elementos que aparecen en cada fila del triangulo de Pascal.
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La formula es:

n

@+byn= > (")anrr

r=0

Una forma de evitar tener que calcular uno a uno todos los coeficientes es utilizar
el Tridngulo de Pascal, ya que los coeficientes de la potencia n aparecen en la fila n+1

de dicho triangulo.

Un ejemplo: aplicando la formula y la definicion de ndmero combinatorio

tendriamos:
(a+b)d=1-a%+3-a°h + 3-ab® + 1-b°,

Pero hubiese sido mas rapido ir a la fila 4 (3 + 1) del tridngulo y ver que los

nlmeros que aparecen son, precisamente, los coeficientes 1, 3, 3y 1.

2.1.2. Geometria

Si los griegos y renacentistas estaban fascinados la seccion &urea, la cual
encontramos en las pirdmides de Egipto, el Partendn,..., no podemos dejar de mostrar al
alumno otras figuras geométricas y razones trigonométricas en las que encontramos
namero aureo @, siendo un gran elemento explicativo para los contenidos seleccionados

del Bloque 4. Geometria.

La Proporcién Divina establece que lo pequefio es a lo grande como lo grande es

al todo.

En el caso especial de un segmento unitario (llustracion 14), la Proporcion Aurea
proporciona la unica forma de dividir la unidad en dos partes que estan en progresion

geomeétrica:

llustracion 14. Segmento aureo.

A B C

0,618 0,382
1,00

Fuente: Capitanio y Manenti, 2009.
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Por ser en Cuarto ESO, donde el alumno conoce las relaciones trigonométricas

bésicas, solo introduciremos el triangulo y el pentagono ureo.
2.1.2.1. Triangulo aureo

El tridngulo 36° - 72° es muy interesante (llustracion 15), pues ademéas de ser
isdsceles al trazar la bisectriz interior de un angulo congruente, se obtiene otro triangulo

semejante al original, es decir otro triangulo 36° - 72°

lustracion 15. Triangulo isésceles 36° - 72°.

Fuente: Knott, 2013.

Es decir se obtiene tres segmentos congruentes, pues curiosamente se obtiene tres

triangulos isdsceles.

Ahora veamos como aparece el nimero &ureo en este triangulo notable; para ello
asignemos 1 unidad de medida al menor segmento y x unidades a los tres segmentos

congruentes, es decir:

- Longitud segmento CD = 1 unidad

- Longitud segmento BC = x unidades
- Longitud segmento BD = x unidades
- Longitud segmento DA = x unidades

- Longitud segmento BA =y unidades

Al ser triangulos isosceles, podemos observar que y = x +1, y por semejanza de

triangulos tenemos la igualdad siguiente:

X
y_X
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luego y = x* => x+ 1 = x? por lo que
x? - x - 1 = 0; ¢nos suena?. Efectivamente:

1445
2

X

Ahora nuestro tridngulo, tomando P = ®, lo podemos escribir en términos del

namero aureo (llustracion 16):

[lustracion 16. Triangulo &ureo.

Fuente: Knott, 2013.

Luego, aplicando las identidades trigonométricas obtenemos:

@) -@_i- 1 V5-1
(®+1) @2 20 1+/5 4

sen(18°) =

y para hallar el coseno (36°)
cos(20) = cos’ o + sen’ a, es decir:
cos(20) = 1 - 2sen’ a

sustituyendo, obtenemos:

1+V5 @
)

c0s(36°) = ”
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2.1.2.2. Pentagono aureo

Consideremos un pentagono regular en el cual se han dibujado las diagonales
(Nustracion 17). En esta figura sélo aparecen tres angulos diferentes. Miden 36°, 72° y
108°.

La relacion entre estos angulos es la siguiente: 72 es el doble de 36 y 108 es el
triple de 36. Hay varios tipos diferentes de triangulos isosceles, de los cuales
seleccionamos tres: los triangulos ABE, ABF y AFG. EIl resto de triangulos son
semejantes a alguno de estos y no aportan informacion adicional. Finalmente, hay
cuatro segmentos diferentes en estos triangulos, que Ilamaremos: BE=a, AB=AE=b,
AF=BF=AG=c y GF=d. Las longitudes de estos segmentos cumplen: a>b>c>d.

[lustracion 17. Pentagono &ureo.

Fuente: Elaboracion propia.

Consideremos cada uno de estos triangulos por separado (llustracién 18, 19 y 20), y

apliqguemos el teorema del seno.

llustracién 18. Triangulo ABE.

Fuente: Elaboracién propia.

a b sen108°
— => ———

a
sen108° sen36° b sen36°
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llustracion 19. Triangulo ABF

369

A 350 1087

Fuente: Elaboracion propia.

b o cC - b B sen108°
sen108° sen36° ~ ¢ sen36°
llustracion 20. Triangulo AFG.
A C F
6% J2o
C 7298 d
G
Fuente: Elaboracion propia.
c _ d - c sen72° _ sen108°
sen72° sen36° ~ d  sen36°  sen36°

Como 72°=180°-108°, se verifica que sen72° = sen108°
En consecuencia podemos establecer las siguientes proporciones:

¢ _ senl08 . 18033988
d  sen36°

a b
b ¢

Es decir, una vez ordenadas las longitudes de los cuatro segmentos de mayor a
menor, la razon entre cada una de ellas y la siguiente es constante e igual a nuestro

ndamero de oro.

Tomando la primera de las proporciones, teniendo en cuenta que c = a-by

haciendo b=1:
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ol o
al|loc

a =& El nimero de oro.

Es decir, dos de estos segmentos consecutivos cumplen la proporcion aurea.

1++/5 _ sen108°

Como consecuencia, se verifica ® = -
2 sen36

2.2. Actividades

En el presente curso, entendiendo que el alumno conoce a la perfeccion la
sucesion y sus aplicaciones en la vida cotidiana, seria interesante fomentar la

competencia aprender a aprender.

Como se ha visto en este curso, se pueden relacionar unos conceptos matematicos
con otros, y dada la importancia de las relaciones trigonométricas seria un buen
gjercicio que el alumno individualmente, a partir de un triangulo isosceles 36° - 72°,

concluyera por si solo el valor del sen(18°) y cos(36°), y su relacién con .

Del mismo modo, se podria plantear a alumnado que calcule la relacion entre la
diagonal de un pentagono regular y el lado cuya longitud es la unidad. La solucion,

como no cabe esperar de otra manera, es @.

2.3. Obijetivos didacticos

. Distinguir entre las distintas situaciones que dan lugar a Combinaciones.

. Utilizar los nimeros combinatorios para desarrollar cualquier potencia de un
binomio.

. Comprender el concepto de razon de semejanza, saber calcularla y utilizarla
en la resolucion de problemas con triangulos semejantes.

. Reconocer figuras semejantes.

. Usar los distintos criterios de semejanza de triangulos para resolver

problemas geométricos.
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. Conocer las razones trigonométricas de los angulos.
. Aproximacion a las relaciones entre razones trigonométricas
. Descubrir las relaciones entre las razones trigonométricas de un mismo

angulo.

2.4. Competencias

. Comunicacion linguistica

La sucesién de Fibonacci contribuye a la competencia en comunicacion
lingliistica puesto que se utiliza continuamente la expresion oral y escrita en la

formulacién y expresion de las ideas.
. Matemaética

Con la sucesion de Fibonacci el alumno aplica aquellas destrezas y actitudes que
permiten razonar matematicamente, comprender una argumentacién matematica y

expresarse y comunicarse en el lenguaje matematico.
. Tratamiento de la informacién y competencia digital

El uso de calculadoras y hojas de calculo contribuye a mejorar la competencia en

tratamiento de la informacién y competencia digital de los estudiantes.
. Aprender a aprender

Con la sucesion de Fibonacci el alumno puede comprender, valorar y producir
informaciones y mensajes sobre hechos y situaciones de la vida cotidiana y

reconocer su caracter instrumental para otros campos de conocimiento.
. Autonomia e iniciativa personal

La resolucion de problemas matematicos fomenta esta competencia.
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3. MATEMATICAS | DE BACHILLERATO.

Es en Bachillerato donde no podemos dejar de mostrar al alumno una de las

caracteristicas mas sorprendentes de la sucesion de Fibonacci.

La razén o cociente entre un término y el inmediatamente anterior varia

continuamente, pero se estabiliza en el nimero aureo. Es decir:

f
lim =L = o

n-o f,

3.1. Contenidos

Segun el Decreto 67/2008, de 19 de junio, del Consejo de Gobierno, por el que se
establece para la Comunidad de Madrid el curriculo del Bachillerato, se seleccionan los
siguientes contenidos de Bachillerato I, que se pueden ensefiar a través de la sucesion de

Fibonacci.

Bloque 1. Aritmética y Algebra

- NuUmeros combinatorios. Binomio de Newton.

Bloque 3. Analisis

- Concepto intuitivo de limite, finito o infinito, de una funcién en un punto y en el

infinito, con apoyo grafico y de la calculadora.

Bloque 4. Estadistica y probabilidad

- La combinatoria como técnica de recuento.
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3.1.1. Limites

Utilizaremos la sucesion de Fibonacci como recurso para fijar el concepto de

limite de una funcion (Blogue 3. Analisis).

Con una calculadora solicitaremos al alumno que realice el cociente entre un

término y el inmediatamente anterior de la sucesion (Tabla IV).

Tabla V. Cociente nUmeros consecutivos sucesion Fibonacci.

1/1= 1,000000
2/1= 2,000000
3/2= 1,500000
5/3= 1,666666
8/5= 1,600000
13/8= 1,625000
21/13= 1,615385
34/21= 1,619048
55/34= 1,617647
89/55= 1,68182
144/89= 1,617978
233/144= 1,618056
377/233= 1,618027
610/377= 1,618037
987/610= 1,618033

Fuente: Elaboracion propia

Poco a poco el alumno se dara cuenta que se estabiliza en 1,61803....

El alumno puede que no reconozca el nimero &ureo, pero en este momento, es

mas interesante su demostracion:

Supongamos que la sucesion de cocientes de los términos de Fibonacci tiene

limite y llamémoslo x, se tendréa entonces,
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. a , - , .
X = hmn_,oo( Z“) => (como cada término es la suma de los dos términos
n

anteriores,

any1 = ap +ap_q, luego

n an
an-1
De donde obtenemos x =1 + i , y operando nos quedax? —x—1=0

y como habiamos resuelto anteriormente:

1445

X 2

¢ Y ahora reconocéis la solucién? EI nimero aureo (®)

3.1.2. Curiosidades y juegos matematicos

fn+1

Una vez que el alumno conoce que el limn%mT = &, podemos enseafiarles

una interesante propiedad de esta sucesion que esta relacionada con representaciones de

ndmeros enteros positivos.

Se sabe que todo entero positivo puede representarse de forma Unica como suma
de potencias de 2. De hecho es en esta propiedad en la que se basa el sistema de
numeracion binario, en el que cada nimero entero positivo se representa de una Unica
forma con una sucesion de ceros y unos, correspondiendo un 1 a cada potencia de 2 que
aparece en la representacion y un 0 a cada potencia de 2 que no aparece. Por ejemplo, el
46 se representa de forma Gnica como suma de potencias de 2 de la forma

46=32+8+4+2=2"+28+2"+2"
por lo que 46 en binario es:

46 = 101110 @
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¢Qué tiene que ver esto de las representaciones de numeros enteros con los
nameros de Fibonacci? Para responder a esta pregunta primero tenemos que introducir a
Edouard Zeckendorf®.

“Todo namero entero positivo puede representarse de forma Gnica como suma de
numeros de Fibonacci distintos, de tal forma que dicha representacion no contiene dos

numeros de Fibonacci consecutivos”. (Zeckendorf, 1972)

Esta representacion se denomina representacion de Zeckendorf del nimero entero

positivo en cuestion.

Es decir, que podriamos representar cada nimero entero positivo de una forma
parecida como lo hacemos con las potencias de 2, pero con nimeros de la sucesién de
Fibonacci:

1 sin=0

F,.=11 sin=1

F,_i1+F,., sin=>2

Asignando un 1 a una posicion si el numero de Fibonacci correspondiente aparece
en la representacion (como FO = F1 = 1, para evitar problemas nos quedamos uno de
ellos nada mas, F1, para las representaciones) y un 0 a una posicion si el namero de
Fibonacci correspondiente no estd en ella. En el ejemplo que aparece un poco mas

adelante se vera mas claro todo eso.

¢Como encontramos la representacion de Zeckendorf de un ndmero entero

positivo n? Pues, a priori es muy sencillo:

Tomamos el nimero de Fibonacci mas grande de entre los que son menores que n 'y se
lo restamos a n. Si queda cero, el propio n era un nimero de Fibonacci, y si no es asi

repetimos el proceso las veces que sea necesario hasta que una de las restas dé cero.

Eligiendo el nimero 46, el cual anteriormente calculamos la expresion en binario:

- Como el 46 no esta en la sucesion de Fibonacci, su representacion de Zeckendorf
no es él mismo. Tomamaos el nimero de Fibonacci méas grande que sea menor que

46, que es el 34, que por tanto estara en la representacion.

® (Lieja, 1901-1973). Médico, oficial del ejército belga y matematico. (Kimberling, 1998)
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- Restamos: 46 — 34 = 12. Como 12 no es un nimero de Fibonacci buscamos el
mayor elemento de la sucesion que sea menor que él, que es el 8. Entonces este 8
también estara en la representacion.

- Restamos: 12 — 8 = 4. Como 4 no esta en la sucesion, buscamos el mayor nimero
de Fibonacci que sea menor que él, que es el 3, que por tanto también estara en la
representacion.

- Restamos: 4 — 3 = 1, que si es un numero de Fibonacci, por lo que también hay
que tomarlo.

- La representacion queda como sigue:

46 =34 +8 +3 +1 =10010101

El presente teorema demuestra el apartado c) del punto 1.3.4 Curiosidades y

juegos matematicos con la sucesion de Fibonacci, que se comentaba en Tercero ESO.

Esta representacion de Zeckendorf también puede servir para definir una
operacion poco conocida: la denominada multiplicacion de Fibonacci, la cual se define
de la siguiente forma:

Dados dos numeros enteros positivos a, b cuyas representaciones de Zeckendorf
son las siguientes:
k 1
a= z FCi b= Fdj
i=0 0

i j=

con ci, dj > 1, definimos la multiplicacion de Fibonacci de a y b, que denotaremos

aob,asi:

k 1
i=0  j=0

Veamos un ejemplo. Vamos a hacer la multiplicacion de Fibonacci de 7 y 14, esto
es, 7 0 14. Para ello, calculamos las representaciones de Zeckendorf de cada uno de

ellos:

7=5+2=F,+F,y14=13+1=Fs+F,
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Entonces:
7014 =Frp+Fry+Ferp+Fersu=F3+Fs+Fg+ Fo=3+8+34 +89 =134

Vamos a ver una manera de pasar de kildbmetros a millas, y viceversa, usando esta
representacion. La clave esta en el hecho de que la sucesion de los cocientes de cada
namero de Fibonacci entre el justo anterior converge al nmero aureo ® = 1.61803... y

que una milla son aproximadamente 1,609 kilémetros.

¢Como podemos usar esto para nuestro objetivo? Muy sencillo. Supongamos que
queremos expresar 72 millas en kilometros. Lo que tenemos que hacer es encontrar la
representacion de Zeckendorf de 72 y después sustituir cada numero de Fibonacci que
aparezca en ella por el inmediatamente superior. La representacion de Zeckendorf de 72

es:
72=55+13+3+1
Segun lo anterior, esto nos dice que 72 millas seran, aproximadamente:
89 + 21+ 5+ 2 = 117 kilémetros

Si queremos pasar de kilometros a millas hacemos lo mismo, pero en este caso

sustituimos cada nimero de Fibonacci por el anterior.

Otra aplicacion del teorema es el siguiente juego, que consiste en adivinar
cualquier nimero que la clase haya pensado entre 1 y 100. Para ello, una vez que se han
puesto de acuerdo, a tus espaldas, en escoger un numero, ta les vas presentando una por
una estas 10 cartas con niumeros “aleatorios” (llustracion 21), y ellos tienen que decir si
su namero se encuentra en ellas 0 no. Astutamente estas tarjetas las hemos fabricado de
tal forma que comienzan por un nimero de Fibonacci, que estd seguido por todos

aquellos, mayores que él, que lo contienen en su representacion de Zeckendorf.
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llustracion 21. Cartas magicas de Brousseau.

Fuente: Elaboracion propia.
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Por ejemplo, si el numero que han pensado es el 32 escogeran las siguientes

tarjetas (llustracion 22).

llustracién 22. Seleccion numero 32 en cartas magicas de Brousseau.

Fuente: Elaboracion propia.

y nosotros s6lo tendremos que sumar los primeros nimeros de cada tarjeta, pues

la representacion de Zeckendorf de 32 =21 + 8 + 3.

3.2. Actividades

En esta etapa, el alumnado tiene todas las herramientas necesarias para entender al
100% la sucesion de Fibonacci. Es por ello, que en este curso, se podria proponer, segn
se avanza en la materia, que el alumno obtuviera las conclusiones del teorema de
Zeckendorf, mediante el texto original. Con ello fomentariamos la aplicacion de una
segunda lengua, basada en la busqueda de informacion en paginas web matematicas de

reconocido prestigio.

3.3. Obijetivos didacticos

. Adquirir el concepto de limite de una funcion en el infinito, asi como
conocer sus definiciones.

o Calcular de manera sistematica limites de funciones.
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EVALUACION DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

La sucesion de Fibonacci no es un tema muy comun en los libros de texto de

Matematicas de Educacion Secundaria, pero:

1)

2)

3)

¢Por qué estudiar la sucesion de Fibonacci?

Destacar la interdisciplinariedad de las Matematicas en la vida cotidiana y como
se requiere que el profesorado no incremente la cantidad de informacion
fragmentada en los estudiantes, sino que los ayuden a tener pensamientos
interdisciplinares que les permitan resolver los problemas complejos de la realidad

y descubrir los vinculos que unen los fendmenos aparentemente inconexos.

Relacionar unos conceptos matematicos con otros, para asi, conseguir una vision
global y una estructura general de la matematica, para entender el conocimiento
como un todo, y la utilidad de poseer saberes previos para afrontar el aprendizaje

de los nuevos.

Hacer disfrutar al alumno de las Matematicas, mediante biografias, anécdotas y

problemas de entretenimiento.

El presente trabajo refleja ciertas aplicaciones didacticas de la sucesién de

Fibonacci a la Educacion Secundaria, el cual me ha servido de estimulo para iniciar

Unidades Didacticas para Tercero ESO, Cuarto ESO y Bachillerato I, sobre esta

maravillosa sucesion, que surgié en la Edad Media, sobre la resolucion de un problema

de la vida cotidiana de la época: la cria de conejos.
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