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RESUMEN

Esta Tesis engloba dos aportaciones diferenciadas, que las podemos clasificar en trans-
versales y verticales. Entendiendo aportaciones transversales como dreas de conocimiento
que tienen una gran aplicacion sobre otras areas, por ejemplo, las matemaéticas. Para esta
Tesis las aportaciones transversales se subdividen en el &mbito CAGD (Computer Aided
Geometric Design) y en el de los tensores. En el caso de las aportaciones verticales las
entendemos como zonas del conocimiento mds aisladas y que repercuten en menor me-
dida sobre otras. En este caso, las aportaciones verticales son la robdtica y el llenado de
moldes en procesos tipo LCM (Liquid Composite Moulding).

En cuanto a las aportaciones transversales se ha mejorado algoritmos ya existentes
que deforman curvas de Bézier y no sélo esto sino que ademas se ha introducido el uso
de tensores en este tipo de técnicas que manipulan las curvas paramétricas. Tanto la de-
formacion de curvas paramétricas como el uso de tensores son topicos activos y actuales
en cuanto a investigacion se refiere.

Desde que se inici6 el uso de curvas paramétricas para el modelado de objetos resulta
casi imprescindible poder manipularlas, por ello hay mucha investigacién al respecto.
El objetivo de estas publicaciones es desarrollar técnicas lo mds simples posibles para
cualquier tipo de usuario de estas curvas.

En los dltimos afios se ha ido introduciendo el uso de tensores en los algoritmos de
grandes dimensiones ya que reducen el tiempo de computo. Puesto que las aportaciones
transversales se van a intersectar con las verticales, la variable coste computacional es
muy importante para las aplicaciones aqui utilizadas ya que en la mayoria de los casos las
decisiones de los procesos son tomadas en tiempo real asi que resulta relevante utilizar
factores que nos ayuden en la reduccion del tiempo de la CPU de los algoritmos. Esta es
la raz6n mds importante que nos ha llevado al uso de los tensores en algoritmos CAGD.

Por otra parte en las aportaciones verticales: robotica y LCM, se ha adaptado las técni-
cas antes citadas fusionandolas con otras ya existentes.

En el caso de la robética hay dos problemas importantes para el disefio del camino
de un robot movil, la planificacion de una trayectoria flexible y la deteccidn-evitacion
de obsticulos. Utilizando las técnicas CAGD y algoritmos de deteccion-evitacion de
obstaculos (Campos Potenciales), se ha obtenido una trayectoria continua, suave y fle-
xible capaz de evitar los obstaculos en tiempo real. La introduccién de los tensores per-
mitird obtener la trayectoria mas precisa posible.

Para los procesos LCM, identificar en el molde la frontera entre la zona seca y mojada
por la resina (frente de avance) es muy importante para la mejora del proceso. Esta infor-
macion se obtiene mediante técnicas de elementos finitos dando una solucién discreta al
problema. La introduccion de técnicas CAGD fusionado con algoritmos de seguimiento
de particulas mejorard la representacion del frente ya que nos proporcionara un frente
continuo y manipulable para actualizar su cédlculo a medida que el molde se llena.

Gracias a la formulacion llevada a cabo en las aportaciones transversales, abre la posi-
bilidad de ampliar las verticales y obtener muchas més aplicaciones ademads de las citadas
anteriormente.






RESUM

Aquesta Tesis agrupa dues aportacions diferenciades, que les podem classificar en
transversals 1 verticals. S’entén aportacions transversals com arees de coneixement que
tenen una gran aplicacio en altres diferents, per exemple, les matematiques. Per aquesta
Tesis les aportacions transversals es subdivideixen en I’ambit CAGD (Computer Aided
Geometric Design) i en el dels tensors. En el cas de les aportacions verticals s’entén com
a zones del coneixement més aillades 1 que repercuteixen en menor mesura sobre altres.
En aquest cas, les aportacions verticals son la robotica i I’omplert de motlles de tipus
LCM (Liquid Composite Moulding).

Pel que fa a les aportacions transversals s’ha millorat els algoritmes ja existents que
deformen corbes de Bézier i no sols acod si no que a més a més s’ha introduit 1’ds de
tensors en aquest tipus de tecniques que manipulen les corbes parametriques. Tant la
deformaci6 de corbes parametriques como 1’s de tensors son topics actius 1 actuals en
quant a investigacio es refereix.

Des de que s’inicia 1’as de corbes parametriques per al modelat d’objectes resulta
quasi imprescindible poder manipular-les, per aixo existeix molta investigaci6 al respecte.
L’ objectiu d ’aquestes publicacions €s desenvolupar tecniques el més simple possible per
a qualsevol tipus d’usuari d’aquestes corbes.

En els darrers anys s’ha introduit 1’ds de tensors en els algoritmes de grans dimensions
ja que redueixen el temps de comput. Com que les aportacions transversals s’intersecten
amb les verticals, la variable cost computacional és molt important per a les aplicacions
que aci s’utilitzen ja que en la major part dels cassos les decisions dels processos s han
de prendre en temps real aixi que resulta rellevant utilitzar factors que ens ajuden a la
reducci6 del temps de la CPU dels algoritmes. Aquesta és la rad més important que ens
ha portat a 1’us dels tensors en algoritmes CAGD.

Per una altra banda en les aportacions verticals: robotica i LCM, s’ha adaptat les
tecniques abans esmentades fusionant amb les ja existents.

En el cas de la robotica hi ha dues problemes importants per al disseny del cami d’un
robot mobil, la planificacié d’una trajectoria flexible i la deteccid-evitacié d’obstacles.
Utilitzant les tecniques CAGD 1 algoritmes de deteccié-evitacié d’obstacles (Camps Po-
tencials), s’ha obtingut una trajectoria continua, suau i flexible capag¢ d’evitar els obstacles
en temps real. La introducci6 dels tensors permetra obtindre la trajectoria més precisa pos-
sible.

Per als processos LCM, identificar en el motlle la frontera entre la zona seca 1 mullada
per la resina (front d’avancament) és molt important per a millorar el procés. Aquesta
informacié s’obté mitjancant tecniques d’elements finits donant una solucié discreta al
problema. La introduccié de tecniques CAGD fusionades amb algoritmes de seguiment
de particules millorara la representacié del front ja que ens proporcionara un front continu
1 manipulable per actualitzar el seu calcul mentre s’ompli el motlle.

Gracies a la formulaci6 duta a terme en les aportacions transversals, s’ obri la possibili-
tat d’ampliar les verticals i obtindre moltes més aplicacions a més a més de les esmentades
anteriorment.
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ABSTRACT

This Thesis covers two different contributions that it is possible to classify them in
transverse and vertical. Transverse contributions mean knowledge areas with a huge ap-
plication, for example, mathematics. In this Thesis the transverse contributions are divi-
ded into the area of CAGD (Computer Aided Geometric Design) and tensors. On the other
hand, the vertical contributions mean more isolated areas of knowledge with fewer appli-
cations. In this case, the vertical contributions are related to robotics and LCM (Liquid
Composite Moulding) mould filling simulation.

The transverse contributions have improved the algorithms that modified the Bézier
curves and also it has been introduced the use of tensors in this techniques that modify the
parametric curves. The use of tensors and the parametric curves deformation are important
research issue.

The parametric curves are widely used for shape design, for that reason it is necessary
to manipulate them, consequently there is a lot of research in this field. The objective of
the articles is to develop techniques as simple as possible for all users.

Recently, there is an increased interest in algorithms of high dimensions that make
use of tensors because they reduce the computational time. The transverse contributions
intersect with the vertical ones, for that reason the computational cost is an important
factor for the applications of this Thesis. The decisions must be taken in real-time and it
is necessary to reduce the CPU time of the algorithms. This is the most important reason
of using tensors in CAGD algorithms.

Otherwise, the vertical contributions: robotics and LCM, have been adapted to these
techniques joining them with other ones in these fields.

In mobile robots there are two important research issues in the area of motion plan-
ning: flexible trajectory planning and avoiding the obstacles. It has been used the CAGD
techniques and planning collision free algorithms (Potential Fields) to obtain a conti-
nuous, smooth and flexible trajectory free of collisions in real-time. The introduction of
tensors allows obtaining the most accurate trajectory.

In LCM, an important issue to improve the process is the identification of the front bet-
ween the wet and dry area of resin in the mould (flow front). This information is computed
through finite element methods giving a discrete solution of the problem. The introduc-
tion of CAGD techniques combined with algorithms of particles tracking will improve the
representation of the flow front, because it will be a continuous and deformable updating
while it is filling the mould.

Thanks to the development carried out in the transverse contributions, it is opened
the possibility of giving more vertical contributions to obtain as much applications as
possible.
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Capitulo 1

Introduccion.

No basta saber, se debe también aplicar. No es
suficiente querer, se debe también hacer.

Johann Wolfgang Goethe (1749-1832)

1.1. Introduccion.

La deformacion de curvas paramétricas es un tema actual de investigacion que suscita
muchas publicaciones al respecto.

Por otra parte, los procesos de llenado de moldes con resina liquida para la construc-
cién de piezas y la robdtica mévil también son temas actuales y muy activos en cuanto a
investigacion se refiere.

En ambos casos las curvas paramétricas son un tema de interés que pueden mejorar
las técnicas y algoritmos ya existentes. En particular, las curvas de Bézier calculan de
forma rapida y sencilla sus puntos, ademads son flexibles, estables numéricamente, pasan
por el primer y dltimo punto de control, estdn contenidas en la envolvente convexa, son
facilmente manipulables, etc. Estas y muchas otras propiedades marcan la ventaja del uso
de las curvas paramétricas frente a otro tipo de curvas.

La presente Memoria agrupa el uso de las curvas paramétricas y su manipulacion
aplicado tanto en la robdtica como en el llenado de moldes.

1.2. Motivacion.

Los algoritmos que aqui se presentan vienen motivados inicialmente por la busqueda
de una solucidn para poder representar de forma continua el frente de avance de la resina
en el llenado de un molde.

Hasta el momento el frente de avance se conocia de forma discreta mediante técnicas
de elementos finitos. Dicha bisqueda tiene que ir ligada a tener la informacion del frente
con una curva continua. Como las curvas paramétricas son las que mas se utilizan en
modelados geométricos, se ha utilizado una de ellas para calcular el frente de avance.

23
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Como consecuencia de ello, hay una primera investigacién que engloba el uso de las
curvas paramétricas mds utilizadas en CAGD (Computer Aided Geometric Design) y el
estudio exhaustivo de las diferentes técnicas de manipulacion de éstas. La deformacion de
curvas es uno de los topicos mas investigados en la actualidad ya que para los disenadores
resulta de vital importancia poder manipular las curvas cuando pretenden conseguir el
modelo de cierto objeto.

Finalmente se desarrolla el primer algoritmo de la Memoria que deforma curvas Bézier
mediante vectores.

Es una Tesis que se mueve en dos dmbitos diferenciados, por un parte el llenado de
moldes con resina liquida y por la otra, la rob6tica mévil. Ambas lineas quedan integradas
bajo el tronco comiin del uso de las curvas paramétricas y su deformacion, fusionando el
algoritmo con los ya existentes en ambas areas.

Por otra parte, la robdtica mévil es uno de los campos de investigaciéon mas activos
donde se utilizan curvas paramétricas para la planificacion de las trayectorias de los robo-
tos auténomos. Hasta ahora el uso de las curvas paramétricas para las trayectorias de los
robots no se habia combinado con algoritmos de evitacién de obstaculos.

Esto motiva la posibilidad de adaptar la técnica que se habia desarrollado anteriormen-
te, al &mbito de las trayectorias de los robots moviles. Asi pues se consigue deformar en
tiempo real, de forma que el robot no colisione con los obstaculos dinamicos del entorno.

Finalmente, el ultimo punto que motiva esta Tesis es la evaluacion del coste numérico
de los algoritmos y como conseguir reducirlo al méximo sin pérdida de prestaciones.

El inconveniente que presenta el algoritmo utilizado en el 4mbito de la robética, es
el aumento del coste computacional a medida que se quiere conseguir una trayectoria
mas precisa. Esto motiva la busqueda de estrategias que reduzcan este coste numérico del
algoritmo. Y ello nos llevara al uso de los tensores en los algoritmos desarrollados.

1.3. Objetivos de la Tesis.

La presente Tesis aborda la problematica de la deformacion de curvas Bézier aplicando-
lo en dos lineas de investigacion diferenciadas.
Estas dos lineas que ya hemos comentado antes serian:

= Larobdtica movil y el disefio de trayectorias para una navegacion segura mediante
curvas paramétricas.

= FEl llenado de moldes de resina y la representacion del frente de avance.

Asi pues podriamos hablar de dos aportaciones diferenciadas.

I. Aportaciones transversales en el &mbito matematico. Mejoras en las técnicas desa-
rrolladas en CAGD y uso de los tensores en la deformacion de curvas paramétricas.

1. Aportaciones verticales en el ambito de la ingenieria. La planificacion de caminos
en la robdtica movil y el estudio del frente de avance en el llenado de moldes.
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Figura 1.1: Aportaciones de la Tesis Doctoral.

En la figura podemos ver un esquema grafico de estas aportaciones con las
respectivas publicaciones que ha suscitado la investigacion llevada a cabo en esta
Memoria.

En consecuencia se han abordado cuatro objetivos generales diferenciados:

e En un primer momento y realizando un estudio del estado del arte profundo en
determinadas areas de la ingenieria, se ha visto la necesidad de solucionar determi-
nados problemas abiertos, como por ejemplo, la planificacién de trayectorias para
la robética y el calculo del frente de avance de la resina en el llenado de un molde.
Ambos problemas estdn solucionados de diferentes formas, en la presente Memoria
se ha mejorado la solucion de la forma mas eficiente y optima.

e Con esa necesidad de buscar soluciones a problemas abiertos y apoydndonos en
las diferentes publicaciones referentes a la deformacion de curvas paramétricas, se
ha desarrollo una técnica computacional para la deformacién de curvas Bézier a
través de un campo de vectores.
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e En muchos de los casos en la ingenieria, las decisiones se toman en tiempo real.
Por ello, las técnicas computacionales desarrolladas deben utilizar el menor tiempo
posible de computo. Asi pues se buscan estrategias matematicas que permitan redu-
cir el coste computacional en las técnicas desarrolladas. Una de esas estrategias es
el uso de los tensores. Con ella se mejora el tiempo de computo, ademds de obtener
una notacién mucho més compacta y depurada.

e Por ultimo, hay que adaptar los algoritmos aqui formulados en los diferentes
ambitos que se han citado anteriormente. Esto supone la fusién con técnicas ya
existentes, consiguiendo de esta forma mejoras sustanciales.

1.4. Organizacion del documento.

La siguiente Memoria se estructura en cinco capitulos, el presente capitulo [T] que es
donde se presenta la motivacion y objetivos de la Tesis.

En el capitulo [2] detallaremos la deformacion de una curva de Bézier a través de un
campo de vectores. Estd formulado de dos formas diferenciadas, una con una nomen-
clatura tradicional, que llamaremos Bézier Shape Deformation (BSD). Y la otra con una
formulacion basada en tensores, denominado como Tensor-Bézier Shape Deformation ('T-
BSD). Ademas de detallar la forma de realizar esta deformacién, en el mismo capitulo se
realizard un estado del arte en cuanto a la deformacién de curvas paramétricas y del uso
de tensores en diversos dmbitos para la mejora del tiempo de cémputo de los algoritmos.

Las aplicaciones del algoritmo BSD y T-BSD se describen en los siguientes dos
capitulos: 3|y 4]

En el capitulo |3|se explicard la adaptacion del algoritmo BSD a la simulacién del lle-
nado de un molde con resina liquida, los llamados procesos Liquid Composite Moulding
(LCM). Con el algoritmo BSD se representa y actualiza el frente con una curva Bézier,
recibiendo el nombre de Bézier Flow Front Deformation, BFD. En este caso se fusio-
nara con el uso de las técnicas de elementos finitos (Finite Element Method), FEM y una
técnica que hace evolucionar las particulas, EP, dentro del molde.

Gracias al planteamiento que tiene el algoritmo BFD se permite exigir mds condicio-
nes o restricciones al problema, en consecuencia se mejora la aproximacion del frente de
avance. Por ello, en este capitulo se introduce una restriccion mds al algoritmo para me-
jorar la aproximacién obtenida del frente. Esta restriccion esta relacionada con el caudal
de resina introducida en el molde en cada instante de tiempo, en este caso lo llamaremos
Bézier Flow Front Deformation-Area (BFD-A).

La otra aplicacion del algoritmo BSD y T-BSD se lleva a cabo en el capitulo 4} En
este caso ambos algoritmos se adaptaran al ambito de la robdtica. La idea principal radica
en definir la trayectoria de un robot mévil a través de curvas de Bézier y ademads el robot
debe evitar colisionar con los obstadculos méviles del entorno. En este caso el algoritmo se
denominard: Bézier Trajectory Deformation (BTD). Para poder deformar la trayectoria,
el BTD se fusionara con una de las técnicas mas novedosas y actuales para la evitacion de
obstdculos, que es el uso de los Campos Potenciales, los famosos Potential Field Methods,
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PF. Este algoritmo necesita aplicarse en tiempo real y como el coste computacional del
BTD aumenta con el nimero de curvas de Bézier que se necesitan para planificar la tra-
yectoria, entonces se aplica por primera vez en la robética un algoritmo basado en tensores
(al menos para conocimiento del autor), obteniendo el llamado Tensor-Bézier Trayectory
Deformation, T-BTD. De esa forma el coste computacional se reduce considerablemente.

Finalmente, en el capitulo |5|se obtiene un resumen de las conclusiones obtenidas tras
la investigacion llevada a cabo en la presente Memoria, ademds de detallar las lineas
futuras de investigacion que surgen tras ella.

El documento se cierra con toda la informacion de las referencias bibliograficas uti-
lizadas a lo largo del texto y dos apéndices |Al y [B| que completan la informacién que se
necesita a lo largo de los capitulos.
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Capitulo 2

Bézier Shape Deformation y
Tensor-Bézier Shape Deformation: BSD
y T-BSD.

Las matemdticas poseen no sélo la verdad, sino
cierta belleza suprema. Una belleza fria y
austera, como la de una escultura.

Bertrand Rusell (1872-1970)

2.1. Introduccion.

2.1.1. Las curvas paramétricas: Bézier.

Las curvas tanto en el espacio como en el plano, son una parte de la geometria nece-
sarias para poder representar determinadas formas en diferentes areas, ver por ejemplo la
Figura [2.1] Las curvas surgen en muchas aplicaciones, como el arte, el disefio industrial,
las matematicas, arquitectura, ingenieria, etc. Las siguientes imdgenes ilustran ejemplos
en diferentes dreas donde podemos encontrar las curvas.

Podemos encontrar curvas en la construccion de edificios arquitectonicos, ver por
ejemplo las figuras[2.2]y

Incluso también podemos encontrar curvas en areas como la biologia, ver por ejemplo
la figura[2.4] donde se observa una curva que modela la trayectoria de un insecto.

Ademads, las curvas son extensamente utilizadas en dmbitos como el de la ingenieria,

ver la figura[2.5]
Una misma curva de puede definir de diferentes formas:

1. Forma explicita. Esta forma de representar una curva, despeja una de las variables

en funcién de la otra. En el plano, las coordenadas (x,y) de los puntos de la curva
plana definida de forma explicita satisfacen y = f(x) o x = g(y). En el caso de que

29
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Figura 2.1: Curvas en diferentes areas.

Figura 2.2: Curvas en la arquitectura.

Figura 2.3: Curvas en la arquitectura.
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Figura 2.4: Curva para disefiar la trayectoria de una abeja.

Figura 2.5: Curvas en piezas de ingenieria.
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la curva esté en el espacio, su forma explicita se podria definir como: x = f(z) y
y=8(2).

2. Forma implicita. Las coordenadas (x,y) de los puntos de una curva plana definida
de forma implicita verifican que: F(x,y) = 0, para alguna funcién F. Si la curva
estd en R? entonces la curva debe satisfacer estas dos condiciones simultineamente
F(x,y,z2) =0y G(x,y,z) =0.

3. Forma paramétrica. Las coordenadas de una curva paramétrica estan expresadas
en funcién de un parametro, por ejemplo u. La definicién de una curva definida en
R" se podria hacer de la siguiente forma:

a:a,b] = R"/a(u) = (o (u), -, 00 (u));u € [a,b].

Cada o; son las funciones coordenadas o funciones componentes. La imagen de
a(u) se denomina traza de o, y a(u) es la parametrizacion de a.

El proceso de dibujar una curva se denomina renderizar. Las curvas paramétricas
son las que mas se utilizan en computer graphics y geometric modelling porque
los puntos de la curva se calculan de forma sencilla. En cambio, el célculo de los
puntos a través de la expresion implicita es bastante mds complejo.

Dentro de las curvas paramétricas podemos diferenciar entre curvas polindmicas
y curvas racionales. La curvas polindmicas son aquellas cuyas funciones compo-
nentes son polinomios y las curvas racionales son aquellas que se expresan como

p(u)

cociente de polinomios, ——, siendo p(u) y g(u) dos polinomios.

q(u)

Ejemplo: En el cuadro2.1{podemos ver un ejemplo de una misma curva representada
de tres formas diferentes:

Explicita y=2+4++/4—(x—1)2
Paramétrica | F(x,y) = (x— 1)+ (y—2)>—4=0
Implicita o(u) = (1+2-cosu,2+2-sinu);u € [0, 7]

Cuadro 2.1: Diferentes formas de definir una misma curva.

Las ventajosas propiedades de las curvas paramétricas hacen que sean las mas utiliza-
das, las citadas propiedades son:

m intuitivas
n flexibles

» afin-invariantes
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(a) Lemniscata de Bernoulli, estudiada por (b) Cardiode, llamada asi por su semejanza
Jacob Bernoulli en 1694. con el corazén.

Figura 2.6: Ejemplos de curvas paramétricas.

» rapidas de computar

m estables numéricamente

La representacion de las curvas paramétricas posibilita una gran variedad de curvas,
unas conocidas, otras extrafias, algunas complejas, otras sorprendentes por su simetria y
belleza.

Algunos ejemplos de estas curvas pueden ser las que vemos en la figura [2.6]

Para poder modelar formas o superficies complicadas es necesario introducir una for-
ma de representar curvas basdndose en un poligono. A partir de esta idea surgen las cur-
vas paramétricas mas utilizas en CAGD (Computer Aided Geometric Design): Bézier,
B-Splines, Rational Bézier (RBC) y las Non-Uniform Rational B-Splines (NURBS).

En la figura[2.7)se representa un esquema de las curvas mds importantes en CAGD. En
él se puede observar como las curvas NURBS son las mds generales y las mds particulares
son las curvas de Bézier. Pero las Bézier son las mas simples, poseyendo propiedades que
hacen que sean de las mas utilizadas.

En el apéndice [A] estdn definidas todas las curvas CAGD mds relevantes. En esta
Memoria el estudio se ha centrado en las curvas de Bézier.

Las curvas Bézier surgieron a consecuencia del modelado de automdviles tanto de
Renault como Citroén por los ingenieros Pierre Bézier y Casteljau. La sencillez para po-
der manipular estas curvas hacen que su uso y aplicacién sea mucho mds amplio. Por
ejemplo, en la arquitectura podemos encontrar tanto el uso de curvas como de superficies
paramétricas. En la figura 2.8 podemos ver como una superficie de Bézier se utiliza para
la construccién de la cubierta de un edificio, que en este caso es un Restaurante.

Otras areas donde podemos encontrar curvas paramétricas también puede ser la in-
genieria y dentro de ella en la simulacion de trayectorias tanto de robots moviles como
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B-Spline

NURBS

RBC

Figura 2.7: Esquema de las curvas mas importante en CAGD.

(a) Restaurante de las Alquerias (Plana Bai-
xa).

(b) Superficie de Bézier utilizada en la cu-
bierta del restaurante.

Figura 2.8: Ejemplo de una superficie Bézier.
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(a) Ejemplo de la simulacién de una trayec- (b) Ejemplo de la simulacién de la trayecto-
toria de un UAV. ria de un robot mévil.

Figura 2.9: Ejemplo del uso de curvas paramétricas en la robdtica mévil.

Figura 2.10: Utilizacién de curvas de Bézier en el mallado que se utiliza en elementos
finitos.

de UAV’s (Unmanned Aerial Vehicle), en la figura 2.9 podemos ver un par de ejemplos
que ilustran el uso tanto de curvas paramétricas planas como curvas paramétricas en el
espacio.

Ademads de la robotica, donde son muy utilizadas las curvas paramétricas, en menor
medida encontramos el uso de ellas para mejorar técnicas de simulacién de determinados
procesos donde se aplican elementos finitos. Las curvas paramétricas aproximan mejor
los dominios donde se resuelve el proceso. En la figura[2.10]se ilustra un ejemplo.

Curva de Bézier.

La popularidad de las curvas de Bézier se debe a sus numerosas propiedades ma-
tematicas que facilitan su manipulacion y andlisis. Ademads no se requieren grandes cono-
cimientos matemadticos para utilizarlas, algo que interesa a los disefiadores que dan forma
a los objetos.

Definicion 1. Una curva de Bézier de grado n viene especificada por una secuencia de
(n+ 1) puntos de control, P;. El poligono que une los puntos de control es el llamado
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Figura 2.11: Curva de Bézier con cuatro puntos de control.

poligono de control. La definicion la podemos ver en la ecuacion 2.1} (ver [57], [129],
[137] y [110]).

() = ¥ Py-Bin(u) u € 0,1] @
i=0

Los puntos de control son los que dan forma al poligono de control. Y las funciones
o bases utilizadas son los polinomios de Bernstein B; ,(u) que se definen de la siguiente
forma.

1

Bin(u) = (_)u"(l—u)"—",izo,---,n (2.2)

La dimension del vector de los puntos de control estara relacionada con la dimension
del espacio donde se represente la curva. En la figura[2.11] vemos un ejemplo de una curva
de Bézier en el plano de orden 3 con su respectivo poligono de control.

Cuando se trabaja con curvas, lo mds importante no sélo es poder representarlas si no
ademds es muy importante poder manipular su forma. El objeto que se quiere modelar
condicionard el tipo de curva paramétrica que se escoja. Hay diferentes técnicas para
obtener la deformacion de una curva paramétrica, el objetivo es conseguir que sea lo
mas sencilla posible porque el usuario no siempre va a tener amplios conocimientos de
matematicas.

En la siguiente seccion vamos a destacar algunas de las publicaciones mds rele-
vantes de la deformacidn de curvas paramétricas.

2.1.2. Deformacion de curvas paramétricas.

Uno de los topicos mas investigados en el dmbito de las curvas paramétricas es la
deformacion de éstas, como consecuencia podemos encontrar muchas publicaciones al
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I

CRONOLOGICAMENTE
19.- Las primeras 22.- Las investigaciones contindan planteando problemas de optimizacién
investigaciones empiezan restringida.
deformando las curvas

aplicando conceptos de v

geometria.
12.- Se minimiza en las 292.-Se minimiza la distancia 32.- Se desarrolla el
NURBS la perturbacién que entre dos curvas Bézier. algoritmo Bézier
hay en los puntos de control - Shape Deformation.
a modificar. v Se aplicaen LCM y
robética. Se
introducen los
1989 1997 2002 y 2005 tensores.
g 2001 " EnXuetaly
\ Wu et al.

2008, 2010-2012.

En Piegl.

En Sanchez.

En Huetal.

0
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¥
¥

En Montés et al. y Hilario et al.

Figura 2.12: Esquema cronoldgico de la deformacién de curvas.

respecto. Veamos un resumen de estos trabajos. En la figura [2.12] se presenta un breve
esquema grafico de la evolucién que ha habido.

A partir de la figura se concluye como las primeras publicaciones estaban centradas
en técnicas geométricas y posteriormente se desarrollan algoritmos donde se plantean
problemas de optimizacidn restringida. Veamos con detalle estas publicaciones.

Para obtener la deformacion hay diferentes formas en funcién de si la curva o super-
ficie es racional o no. Si no es racional las técnicas se centran en la localizacion de los
puntos de control. En cambio si fuese racional, ademas de los puntos de control también
se pueden modificar los pesos. En la figura [2.13|se observa la diferencia entre mover un
punto de control o modificar el valor del peso asociado a un punto de control.

Los articulos donde podemos encontrar diferentes algoritmos son variados. En el caso
de las curvas de Bézier podemos encontrar estas publicaciones [167, [168]. Para las B-
Splines tenemos articulos como [S9, 84, [128] y el articulo més reciente es el [135]]. Por
ultimo, en el caso de las curvas o superficies mas generales, las NURBS, encontramos
estos trabajos: [13}156, 78,79} 183, 112} 130, 131} 141} 153]]

Una de las primeras publicaciones en cuanto a la deformacion de las curvas paramétri-
cas es la desarrollada por Piegl, [130], en 1989. En ella se desarrolla la deformacion de
una B-Spline racional. Si observamos la definicién de una curva NURBS en la ecuacion
[A.4] del apéndice [A] podemos concluir que para modificar una NURBS podemos o bien
cambiar el knot, o bien mover los puntos de control, o por tltimo cambiar los pesos aso-
ciados a cada punto de control. Piegl propuso dos algoritmos: uno basado en el cambio
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Influence of the weights:
The effect of changing a weight is different from that of moving a control point.

1 Moving a control point: a nonrational
. Bézier curve with a change in one
control point.
1 1 ® Original curve
® Final curve
: L 4
1 1 1 1
Changing a weight: a rational
Bézier curve with one weight 1 1

changed.

1 1

Figura 2.13: Modificacién de los puntos de control de una curva de Bézier y los pesos de
una curva racional de Bézier

de los puntos de control y el otro basado en el cambio de los pesos. Piegl destaca la
importancia de desarrollar técnicas lo mas sencillas posibles. La idea es obtener la modi-
ficacion basdndose en conceptos geométricos mds que en cdlculos. Mds adelante, en 1995
se publicé el articulo [[13]] que modifica las curvas NURBS alterando simultdneamente los
pesos asociados a los puntos de control y la localizacién de los puntos de control. Un par
de afios después, en 1997 se publico el articulo [[141] donde se desarrolla una herramienta
simple para modificar NURBS. El usuario selecciona un punto O y desplaza el punto de
control a través de una direccion radial que pasa por el punto O. La eleccion del punto O
influye en la forma final de las curvas NURBS. En la figura[2.14]se puede ver un ejemplo
de esta publicacion.

En 1999 y 2001 se publicaron los articulos [78, [79] respectivamente. En ambos se
desarrolla un algoritmo para modificar superficies NURBS mediante optimizacion res-
tringida imponiendo que la nueva curva o superficie pase a través de unos puntos de-
nominados Target Points (Puntos Finales). Este tipo de deformacion se puede realizar
imponiendo uno o varios Target Points, lo que denominariamos Multi-Target. El proble-
ma se resolvid aplicando el Teorema de los Multiplicadores de Lagrange. La funcién a
optimizar utilizada en este problema es:

i J2

Y Y el 2.3)

i=i1 j=J1
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Figura 2.14: Modificacién de una curva NURBS mediante la técnica publicada en el
articulo [141]].

Siendo ¢g;; la perturbacion de los puntos de control P;; que se van a modificar. Podemos
ver en la figura la solucién grafica de un problema Multi-Target.

Figura 2.15: Deformacion de una superficie NURBS mediante un problema Multi-Target.

Imre Juhdsz en esta misma linea public6 en 1999 el articulo [83]. El objetivo de dicha
publicacién es poder modificar los pesos de algunos puntos de control para que la curva
NURBS atraviese un punto predeterminado (target point). Para poder obtener esta trans-
formacion se trabaja con otro espacio (preimage space). El problema se resuelve en dicho
espacio y luego se proyecta la solucién al espacio inicial. En la imagen [2.16]se puede ver
un ejemplo grafico de como se consigue la modificacion.

En 2003, Meek publicaba [[112], en este caso se propone la interpolacion restringida
con curvas ctbicas racionales, de forma que dado un conjunto de puntos ordenados situa-
dos a una parte de una polilinea, se construye una curva plana interpolando estos puntos.
Esta forma de interpolar se realiza mediante curvas cubicas racionales, de forma que mu-
chas lineas se consideran como restricciones y los puntos no necesariamente tienen que
estar a un lado de la polilinea.

Todas estas técnicas son las que podemos destacar en cuanto a la modificacion de
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Figura 2.16: La curva b(u) es la proyeccion central de b®. La curva modificada es B(u) y
su preimagen es b®(u), ¢ es la direccién tangente requerida.

curvas o superficies NURBS.

En cuanto a las curvas B-Splines, autores como Opfer y Oberle en 1988 publicaron
[[128]]. Propusieron la derivacion de una Spline cubica con la presencia de obstaculos a
través de métodos de optimizacion. Afos después en 1993, Fowler y Barlets, [S9], propu-
sieron modificar una curva B-Spline mediante un problema de optimizacion restringida,
minimizando la perturbacion de los puntos de control con una norma o métrica determina-
da e imponiendo unos valores concretos para unos parametros determinados. En 2004, en-
contramos el articulo [84], en él se desarrolla la modificacién restringida de una B-Spline
cubica mediante los knots. La ventaja de modificar los knots es que la curva siempre que-
dard dentro de la envolvente convexa definida por la curva original. Asi que de esa forma
queda determinada la regién donde seguro que va a estar definida la curva B-Spline.

Por tltimo, una de las publicaciones mds recientes relacionadas con la deformacion
de las curvas B-Splines fue publicada en 2009, [135]. En este caso se modifica de una
curva uniforme B-Spline, minimizando los cambios de la deformacion en el sentido de
una aproximacioén por minimos cuadrados. En este caso, se ha desarrollado un algoritmo
de optimizacion restringida exigiendo que la curva B-Spline atraviese un determinado
punto denominado Target Point.

De forma andloga a este dltimo trabajo desarrollado para las curvas uniforme B-
Spline, se publicaron previamente dos articulos relacionados con la deformacion de las
curvas Bézier, [167,1168], publicados en 2002 y 2005 respectivamente. En ambos, se apli-
ca optimizacion restringida para modificar curvas de Bézier. Esta forma de deformar una
curva paramétrica (en este caso una curva de Bézier) es similar a los articulos publicados
[78,179] (desarrollado para las NURBS). En ambos se plantea un problema de optimiza-
cion restringida, pero difiere la funcién a optimizar que minimiza los cambios de la forma
entre la curva o superficie original y la deformada. La funcién a minimizar estd definida
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utilizando normas diferentes. En los articulos referentes a las NURBS se minimiza la dis-
tancia entre un conjunto finito de puntos entre la original y la deformada, en cambio, en
las publicaciones referentes a las curvas de Bézier se utiliza la norma ||.|| donde queda
definida la integral de la diferencia.

2.1.3. Tensores.

Uno de los factores mds importantes en las técnicas o algoritmos desarrollados para
aplicaciones en la ingenieria es el coste computacional. En la presente Memoria este punto
es importante porque en las aplicaciones donde vamos a llevar las técnicas desarrolladas
van a ser procesos cuyas decisiones deben ser tomadas on-line, por ello vamos a necesitar
reducir el coste numérico tanto como se pueda.

Recientemente, el uso de tensores se ha incrementado en los algoritmos numéricos
porque reducen el tiempo de computo de forma dréstica. En particular en los espacios
de grandes dimensiones donde el coste numérico es una variable importante, ya que en
muchos de ellos se presentan dificultades numéricas de computo. El uso de tensores per-
mite un almacenamiento de la informacioén eficiente que permite operar de otro modo, y
ello provoca una reduccion en el nimero de operaciones. La consecuencia directa es la
reduccién del tiempo de cémputo, pasando de ser exponencial O(n/) a ser lineal O(fn).
La justificacion de esta reduccion la podemos encontrar en el libro de W. Hackbusch pu-
blicado en 2012, [64]]. Hay otras publicaciones como [50] donde queda constancia de
esta reduccion del tiempo de cdmputo en un algoritmo que resuelve ecuaciones en deri-
vadas parciales de grandes dimensiones. Otras publicaciones que hacen referencia a esta
reduccién son: [18, /53,154, 65! 66].

Un tensor es un vector multidimensional, es decir, un tensor de orden n es un elemento
del producto tensorial de espacios vectoriales N, cada uno tiene su propio sistema de
coordenadas. Un tensor de orden tres tiene tres indices, ver la figura Un tensor de
orden uno es un vector, un tensor de orden dos es una matriz y un tensor de orden tres o
mads se denomina tensores de orden superior. Vamos a dar un breve repaso a los tensores
de orden superior y sus descomposiciones, siguiendo la publicacién [93], porque pese a
que en los ultimos cuarenta afios ha habido una investigacion bastante activa referente a
los tensores, no ha habido muchas publicaciones al respecto en revistas de matematica
aplicada.

La representacion con tensores se inicia con Hitchcock en 1927, ver las publicacio-
nes [76,77]. La idea del modelo “multi-way”se atribuye a Cattell en 1944, [29,30]. Mds
tarde llega el trabajo de Tucker en 1960, [156H158], el articulo de Carroll y Chang [28]]
y la publicacion de Harshman [67]] en 1970, todas ellas aparecieron en psicometria . En
1981 Appellof y Davidson [[12] fueron los primeros que utilizaron la descomposicion con
tensores para el dmbito de la quimiometria y fue a partir de entonces cuando empeza-
ron a surgir publicaciones en esta drea [8, |10, 2124, 168, 88, 103} 148 [166]. Al mismo
tiempo surgié un gran interés en las descomposiciones de las formas bilineales en el cam-
po del algebra compleja, por ejemplo tenemos el libro [89]. El ejemplo mds interesante
es la multiplicacion Strassen de matrices, que es una aplicacion de una descomposicion
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An I x J x K tensor

2/31,1,1

X = [z5]

J

3rd order tensor

Figura 2.17: Tensor de tercer orden

4 x 4 x 4 de un tensor para describir multiplicaciones de matrices 2 x 2, ver por ejemplo
(20,98, 101} [150].

En los dltimos diez afios, el interés por la descomposicion tensorial se ha expandido en
otros campos. Por ejemplo, en el procesamiento de senales [41, 46, 48,158, [145]], algebra
lineal numérica [47, 163l 190, [102]], vision artificial [6, 142, (161} [165]], analisis numéri-
co [18, 19, 166], mineria de datos [} 14, 92, 104} [142, [151], 1a psycometria [28 [158]],
la quimica [[12]], andlisis de flujos turbulentos [17], anélisis de imdgenes y patrones de
reconocimiento [161]], andlisis grafico [14, 91} 92], neurociencia 111} [113, 122} [123] y
muchos mas.

Diferentes estudios han sido publicados en otros dmbitos, ver por ejemplo [21-23]
41,145,149,197,1147] y recientemente podemos encontrar un libro referente a las multiples
formas de analizar datos [96]]. Ademds podemos encontrar diferentes paquetes de software
para poder trabajar con tensores, como por ejemplo [9, 100].

También hay un incremento en cuanto al uso del anélisis numérico para la solucién de
problemas definidos en espacios tensoriales de dimensiones grandes, como por ejemplo
las EDP que se utilizan en célculos estocasticos [[7, 25, 152]] (por ejemplo, las ecuaciones
de Fokker-Planck), EDP paramétricas estocasticas [0, 126, [127]] y quimica [164]].

2.1.4. Calculo diferencial con Tensores.

Primero hay que introducir la notacién utilizada en este capitulo relacionada con los
tensores (ver [62] y [109] para mas detalles). Denotamos el conjunto de (n X m) matrices
para R”*™_ y la matriz transpuesta de una matriz A y se denota como A”. Con (x,y)
denotamos el producto escalar usual Euclideo dado por: x” y =y’ x y se corresponde con
con la 2-norma, ||x|| = (x,x)!/2. La matriz I, es la matriz identidad (n x n) y cuando
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la dimensién queda clara con el contexto, la denotaremos como /. Vamos a definir el
producto de Kronecker y algunas de las propiedades.

Definicion 2. El producto de Kronecker de A € R < yBe R”IZX”% se denota como
A ® B, es la operacion tensor algebraica definida como

antB apB --- aln’lB
ayB apB -+ ayB

Agp=| = 7 | g R xmn
anllB anlzB -eeoa, +B

nlnl

También, el producto de Kronecker de dos matrices A € R %M yBe ]R”EX”Z, puede
A
definirse como A @ B € R"M™>"M"2 donde

(A®B) (—=Dnh+jo:(i1—1)ma+in — AjyiiyBjyiy - (2.4)

Finalmente, algunas de las propiedades del producto de Kronecker (ver [62], [109] o
[L60]).

. A (BRC)=(A®B)®C.

2. (A+B)®(C+D)=(A®C)+(B&C)+ (A® D) + (B D).

3. SiA+ByC+Dexiste, ABRCD = (A®C)(B® D).

4. Si A'y B son no-singulares, (A®B) ' =A" 1B

5.Si(A®B)T =AT @BT.

6. Si Ay B son diagonalmente por bandas, entonces A ® B es diagonal por bandas.
7. Si Ay B son simétricas, entonces A ® B es simétrica.

8. Si Ay B son definidas positivas, entonces A ® B es definida positiva.

Definicion 3. Sea A = [A;---A,| una matriz m x n donde A; es la columna j-ésima.
Entonces vecA es el vector mn x 1

Al
vecA = :
Ap
Por tanto, el operador vec transforma una matriz en un vector poniendo las columnas de

la matriz una bajo de la otra. Observad que vecA = vec B eso no implica A = B, a menos
que A 'y B sean matrices del mismo orden.
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Las siguientes propiedades del operador vecA y el producto de Kronecker nos serdn
utiles mas adelante,

T

1. vecu’ = vecu = u, para algin vector columna u.

2. vecuv! = v®u, para cuales cualquiera dos vectores columna u y v (no necesaria-

mente del mismo orden).

3. Sea A, B y C tres matrices tales que el producto ABC estd definido. Entonces,
vecABC = (CT ® A)vecB.

Definicion 4. Dada F : R"*9 — R™*? una funcién diferenciable. La matriz Jacobiana
de F en X es la matriz de dimension mp X ngq.

DF(X) = %.

Claramente, DF (X)) es una generalizacién de la tradicional definicién de la matriz Ja-
cobiana y todas las propiedades de las matrices Jacobianas se conservan. Por lo tanto, la
siguiente definicion reduce el estudio de las funciones de matrices para estudiar las fun-
ciones vectoriales de vectores, por lo tanto, eso permite F (X ) y X en su forma vectorizada
vecF y vecX.

1. Siy = f(X) = Xu, tal que u es un vector de constantes, la matriz Jacobiana es
D(Xu) =u’ ®I.

2. D(xTx) =2xT

Teorema 1 (Regla de la Cadena). Sea S un subconjunto de R"*? y asumimos que F :
S — R™*P es diferenciable en el punto interior C de S. Dado T un subcojunto de R™*P
tal que F(X) € T para todo X € S, y asumimos que G : T — R"™* es diferenciable en
el punto interior B = F(C) € T. Entonces la composicion de funciones H : S — R™
definida por H(X) = G(F (X)) es diferenciable en C, y

DH(C) = (DG(B))(DF(C))-

2.1.5. Algoritmo BSD y T-BSD.

El algoritmo desarrollado en este capitulo, estd basado en el planteamiento desarro-
llado en [167,1168]. Este algoritmo deforma una curva de Bézier a través de un campo de
vectores. Esta técnica para deformar una curva de Bézier se ha formulado de dos formas
diferentes, la primera se consigue utilizando una nomenclatura tradicional. En ese caso el
algoritmo se ha denominado como: Bézier Shape Deformation, BSD. La segunda forma
se ha logrado utilizando una formulacién basada en tensores. El objetivo de utilizar los
tensores no es mds que la reduccion del tiempo de computo al ejecutar el algoritmo. En
este caso, el algoritmo recibe el nombre de: Tensor-Bézier Shape Deformation, T-BSD.
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Figura 2.18: Deformacién de una curva de Bézier mediante vectores.

Los resultados de esta investigacion han sido publicados en [[73, [74].

Este capitulo estd organizado de la siguiente forma: en la seccidén se desarrolla
el algoritmo BSD; para luego en la seccion [2.3] desarrollar el algoritmo T-BSD; en la
seccion se realiza una comparativa entre el algoritmo BSD y T-BSD. En la seccién
se destacan las propiedades mas destacadas de las curvas de Bézier de forma que
justifican su eleccién a la hora de desarrollar el algoritmo BSD; Finalmente, el capitulo
se termina con la seccion [2.6] donde se detallan las conclusiones.

2.2. Bézier Shape Deformation con formulacion tradicio-
nal: BSD.

El algoritmo Bézier Shape Deformation, BSD, deforma una curva de Bézier a(u)
mediante un conjunto de vectores. Esta deformacion exige que la curva modificada pase
a través de un conjunto nuevo de puntos, los llamados Puntos Finales (7arget Points), T;.
Los vectores se forman uniendo puntos de la curva original, los Puntos Iniciales (Start
Points), S;, con los Puntos Objetivos o Puntos Finales. Graficamente podemos ver estos
vectores en la figura

En este caso, el algoritmo estd disefiado con una curva de Bézier de orden n en el
plano, es decir, que a(u) € R%. Dado un conjunto de Puntos Iniciales de la curva de
Bézier original (S = [S| = a(u1), -+ ,Sr = a(u,)]), el objetivo es conseguir que la curva
deformada atraviese un conjunto nuevo de puntos que son los llamados Puntos Finales
(T =[T| = Se(ax(u1)),---,Tr = Se(ex(u,))]). De esta forma, se define un conjunto de
vectores que se generan a partir de la unién de los Puntos Iniciales y los Puntos Finales.

Para esto se precisa de la modificacion geométrica de los puntos de control. Con tan
s6lo modificar un punto de control ya se produce un cambio global de la curva de Bézier.
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En consecuencia, para poder desarrollar el algoritmo BSD es necesario calcular la per-
turbacion que se precisa en cada punto de control, es decir, el desplazamiento necesario.
El conjunto de desplazamientos los denotaremos de la siguiente forma g = [gq, - ,&,].
Con este conjunto de perturbaciones o desplazamientos, definimos, a partir de la curva de
Bézier original, la curva de Bézier modificada o deformada como sigue, ver la ecuacion
la denotaremos como Se (a(u)).

i Pi+¢€i) Bin(u);uc0,1] (2.5)

El célculo del vector desplazamiento, €, se basa en las publicaciones, [[167,168], vistas
en la seccion [2.1.2) “ Para calcular € se plantea un problema de optimizacion restringida y
se resuelve aplicando el Teorema de los Multiplicadores de Lagrange, ver apéndice Bl
Teorema 2| La funcién a minimizar se define como la distancia entre las dos curvas, la
original a(u) y la curva modificada S¢ (a(u)). El objetivo es poder minimizar los cambios
que sufra la curva de Bézier modificada, consiguiendo de esa forma minimizar la energia
utilizada por la curva para poder moverla desde a(u) a Se(ax(u)). La definicién de la
funcién a minimizar la encontramos en la ecuacién 2.6}

1
min [ [Se(a(u)) — alu) Bdu 2.6)

siendo ||.||2 la norma euclidea.
Desarrollando [2.6] se obtiene,

2

1 n 1 n
min / I'Y & Bin(u) |3 du = min / Y i Bin(u) | du 2.7)
E JO D e JO \;2o

Las curvas de Bézier presentan una desventaja y es su inestabilidad numérica a medida
que aumenta el orden de la curva. A partir de n = 10 hay problemas de estabilidad, ver[S7]].
Por ello en el algoritmo BSD es necesario concatenar una familia de curvas de Bézier
para poder obtener de forma completa la curva resultante. El algoritmo estd definido para
cualquier orden de forma que en funcién del tipo de aplicacién podemos introducir un
orden u otro.

La necesidad de concatenar curvas fuerza a una nueva definicion de la funcién objeti-
vo, ver

Consideramos una familia de k curvas, siendo o la curva resultante de concatenar esta
familia de curvas [ap, -+, o]

min, Z / 152 (0 (1)) — g () |3 du 2.8)

6

De forma andloga a la expresion se desarrolla la definicion de la nueva funcién a
optimizar
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2
k 1 ny k 1 n
, I , !
min Z/ 1Y el” Bin (w)|3du= min Z/ Y e By | du, 29)
1 ® ;=370 = eW.. e /=10 \ 5

e W= i=0 e

cada e®) corresponde al vector desplazamiento de cada curva «.
El conjunto de restricciones necesario para este problema se construye como sigue,

1. La curva modificada o deformada tiene que pasar por los Puntos Finales, eso im-
plica que para un determinado valor del pardmetro intrinseco la imagen de la curva
modificada es el propio Punto Final. Considerando que en cada curva o, donde
1 <[ <k, se van a desplazar una cantidad de puntos r; siendo r; < n; — 1. Esta
condicion se expresa en la ecuacion 2.10,

Se (e (")) =1+ 5c (eu () = 73" (2.10)

2. Para evitar tener oscilaciones en los extremos de las curvas concatenadas es nece-
sario imponer una restriccion que mantiene la tangencia en el punto inicial y final
entre la curva original y la curva modificada. La ecuacién que definen esta restric-
cién en el punto inicial se expresa en

Se (e} (07)) =} (07) (2.11)

De forma anéloga se exige la tangencia entre la dltima curva original y la tltima
deformada en la ecuacion [2.12]

Se (e, (17)) = a, (17) (2.12)

Se desarrolla cada término para poder obtener la expresion de la restriccion en
términos de la perturbacion, €.

Los cdlculos para la primera curva son los siguientes:

o (07) = ny - [Pg” —Pgl)} (2.13)

Se (@ 07)) =m- | (P +el") = (PY +ef”))] (2.14)
Igualando ambas expresiones se obtiene la siguiente ecuacion:
Se (e (0%)) =@t (17) <= m - (= &) =0 (2.15)

En el caso de la dltima curva, es decir, la curva k-€sima, los calculos son los si-
guientes:
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o (17) = ne- [P — Pl | (2.16)
Se (0 (17)) = ng- [(P,S’,? +s,§’;)) - (Pglfll + sfl’zll)} 2.17)
Igualando ambas expresiones se obtiene,
Se (0 (17)) = af (07) <= i (el — €l ) =0 (2.18)

. Como consecuencia de la concatenacion de k curvas de Bézier es necesario garanti-

zar continuidad de orden cero en los puntos donde se concatenan las curvas, ademas
de continuidad de orden uno (continuidad en la primera derivada o continuidad tan-
gencial). El objetivo es tener una curva suave pese a que se hayan concatenado una
familia de curvas.

Para poder garantizar continuidad de clase C° exigimos la ecuacién

S (e (17)) =S (@2.(0%)) e (eua (17)) =z (et (07)) 219)

Para expresar cada término de la ecuacion [2.19| en términos de la perturbacion, e,
se precisan de los siguientes valores,

Se (o (17)) =P &l (2.20)
Y I+1 I+1
Se (o1 (01)) =P{T 4V (2.21)

De forma andloga se impone la continuidad de clase C! y para ello exigimos en
cada unién de curvas las ecuaciones en

S () (17)) = 52 (@4 (07)) 52 (o (17)) =Sk (o 1 (0))  222)

Cada ecuacién de la expresion[2.22]se expresa en términos de la perturbacion, €, de
la siguiente forma,

Se (e (17)) =i+ | (P =P )+ (el =<l )| (2.23)

Se (e (0%)) =mr - [ (P =) 4 () )] 229)
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4. Un inconveniente que presentan las curvas de Bézier son los lazos (“loops”) que
aparecen en curvas de Bézier de orden superior o igual a tres. En la figura 2.19)
podemos ver un ejemplo de la representacion de un lazo.

Figura 2.19: Representacion de un lazo para un curva de Bézier de orden tres.

La formacién de los lazos dependen del orden y posicion de los puntos de control,
[149]. El orden de los puntos de control puede generar arcos, puntos de inflexion,
cuspides (“Cusp”), dos puntos de inflexién o lazos, observar figura [2.20 El cuarto
punto de control condiciona cada uno de esos efectos.

B3

LI \

\R \\ < - 7 N~ 7 < - 7
3 < > \
) S A A \
DN N0 N I
*B3

na inflactinn naint nen
ne innecton point Lusp

Figura 2.20: Curva de Bézier de orden tres mostrando un lazo, cuspide y puntos inflexio-
nes.

Nuestro objetivo es evitar los lazos al deformar la unién de las curvas de Bézier. En
la figura[2.21]el lazo estd representado con un circulo azul.

Para poder solucionar este problema hay que utilizar curvas de Bézier que sean
inyectivas, ver apéndice [B| definicion [/} Tal y como podemos ver en la publica-
cion [[149] si se trabaja la posicion del cuarto punto de control se pueden evitar
estos efectos, incluso las cuspides y los dos puntos de inflexiéon que observamos
en la figura La posicién de los puntos de control después de aplicar el BSD
estd condicionada a la direccion del vector que deformara la curva de Bézier.

Para conseguir la inyectividad de la curva de Bézier y evitar de esa forma este tipo
de problemas, se han concatenado curvas de Bézier de orden dos. En la figura
se puede ver un ejemplo de una simulacién del BSD con curvas de Bézier de orden
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1 1
0 80 100 180 200 280

Figura 2.21: Simulacién del BSD concatenando curvas de Bézier de tercer orden con
lazos.

dos. Como el orden de la curva de Bézier es cuadrético y el nimero de los Puntos
Finales es r; < n; — 1, hay tantas curvas como vectores representados en la figura.

El ndmero total de restricciones del problema es:

k k
Yorn+l+1+(k=1)+(k=-1)=Y r+2k (2.25)
=1 =1

Empleando el Teorema de los Multiplicadores de Lagrange, ver Teorema [2] en el
apéndice |B| se obtiene la solucién del problema.
Para ello construimos la funcién Lagrangiana L(X, A;) de la siguiente forma,

L(X, %) = f(X) - f: Aigi(X) (2.26)
i=1

Los extremos relativos (mdximos 0 minimos) se obtienen con el calculo de los puntos
estacionarios de la funcién Lagrangiana, ver [2.26]

En el caso del BSD, para poder obtener las perturbaciones necesarias en el movimiento
de los puntos de control se define la funcién Lagrangiana en la ecuacién [2.27] a partir de
la funcion a optimizar definida en la ecuacién [2.9)y el conjunto de restricciones descritas

en las ecuaciones 2.10, 2. 11, 2.12, 2.19]y [2.22]
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Figura 2.22: Simulacién del BSD con curvas de Bézier concatenadas de segundo orden.

_|_

k ry
L(ei,A) = / HZs Biw (u)|5du+ Y [Z<?L,T,-(’)—Ss (az <u§z>)> S
l 1 i=0 =1 | i=1
+<>\a1(o+) Se (@4 (0%)) >+ <A e (17) = Se (e (17)) > +
k—1

Z <A Se (a(17)) =Se (01 (07)) >+ Y, <A, Se (e (17)) = Se (0,1 (07)) >,

- (2.27)

siendo < .,. > el producto escalar euclideo, ver apéndice [B] definicién 8] Con el pro-
ducto escalar se define la norma—2, ver apéndice [B] definicién 9]

Ademas de la definicion del producto escalar se va a utilizar también la del operador
vec definido en [3] para reescribir la funcién a optimizar de la funcién Lagrangiana con el
objetivo de facilitar el calculo de las derivadas parciales,

Con las definiciones[8] 9]y 3] podemos realizar los siguientes desarrollos,

e B,nlu)Hz—(Zs Biy( ) <Z€ Bin >:

(2.28)
- Z Z (€§1)>T€§ )Bivnz(”)Bj,n/(”) = vec <g(l)>TBn,(u)Bnl(u)Tvec (é”) ,
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donde

B, ()" = [Bow -+ Bun] (2.29)

el = [eg) . '6:(1?] vec (E(1)> _ éz) (2.30)

€nl

Consecuentemente, la funcion a optimizar se puede escribir de la siguiente forma,

L(ei,A) = Zk:VeC > (/ anBn, du) vec (s(l)) +
g nrtos (o)

=1 |j=1
+k<l>\,]o/1 (0) =S (e} (0)) >+ < )\,a;(QI—SE (g (1)) >+
+121 <A, Se (g (1)) = Se (ayq1 (0)) > +IZ <X, Se (e (1)) = Se (af 41 (0) >
= =1
(2.31)

La funcién @depende de las perturbaciones € y de los Multiplicadores de Lagrange
A asociados a cada restriccién, es decir, que dicha funcién depende de,

L=L (vec( (1)> ,++,Vec (g(k)> ,A) (2.32)

Para proceder al cdlculo de los puntos estacionarios se calculan las siguientes deriva-
das parciales,

dvec <§(l) ) (2.33)

Como resultado de calcular y anular las derivadas parciales de la funcién Lagrangiana
se obtiene un sistema de ecuaciones lineal A - X = b, siendo:

1. A la matriz del sistema, siendo una matriz cuadrada cuya dimension es:

[(i(m—i—n)) +3k| x [(i(l’li—f—ri)) + 3k
i=1 i=1

Esta matriz estd definida a bloques de la siguiente forma:
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Air A Az Ap
Ay 0 0 0

A= Ay 0 0 0 (2.34)
Ay 0 0 0
La definicion de cada bloque es la siguiente:
a) El Bloque AH.
1) Corresponde a: las derivadas parciales de la funcién a optimizar.
k k
2) Dimensién del bloque: Y (n;+k) x ) (n;+k).
i=0 i=0
3) Definicion del bloque:
(1)
A (()2) 0
0 A e 0
A= _ o , ; (2.35)
D0 AW
0 0 - A
donde
" 1 f(0,0) T f(()anl)
A = 0 an(“)an(”)Td“: : : < M(n1+1)><(n/+1)
f(n,0) - flm,m)
(2.36)

Hay que obtener el desarrollo de cada f(i, j), ver [136]. El resultado de la
integral del producto de las Bases de Bernstein queda en funcién de la funcion
Beta, ver apéndice [B] definicién [T0]

De esta forma el desarrollo de los términos f(i, j) es el siguiente:

1 o o
fli,j)= A Bi,nl(u)Bj,nu<M)du :/0 (’tl) . (7;I> ul—i—](l _M)an—(l—i-])du:
= (") (") Bl+i+1,2m+1—(i+)))

(2.37)
b) El bloque A,;.

1) Corresponde a: el conjunto de restricciones correspondientes a los Pun-
tos Finales.

k k
2) Dimension del bloque: Z ri X Z(n, +k).
i=1 =1
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3) Definicion del bloque:

Al 0 0
2)
0 AY 0
Ap=| 2, (2.38)
0 0 Al
donde
/ l
B o ml)
Ayl = : : € My, m41) (2.39)
l
BO,nl (uf’l> e Bnhn, (MI(’Z))

¢) El bloque Aj;.

1) Corresponde a: las restricciones que mantienen la tangencia en el punto
inicial y final de las curva de Bézier concatenadas.

k
2) Dimension del bloque: 2 x (Z(n, + k)) .
i=1

3) Definicion del bloque:

—n np 0 -+ -~ 0 0} (2.40)

A31:[ 0 0 - - 0 —-m m

d) El bloque Ay;.

1) Corresponde a: las restricciones correspondientes a mantener continui-
dad C° y C! en los puntos donde se concatenan las curvas de Bézier.

k

2) Dimensién del bloque: (2k —2) x (Z(”l + k))
i=1

3) Definicion del bloque:

AY 0o 0
o A? ... o
Ag=| . ¥ N (2.41)
0 0 - Akl
donde
o [0 0 1 -1 0 0
A41 - 0 e M1 N —n; —n; - O € sz(nl+nl+l+2)

(2.42)
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e) El bloque A .

1) Corresponde a: las derivadas parciales asociadas a las restricciones re-
ferentes a los Puntos Finales.

k k
2) Dimension del bloque: (Z (ni+k) ) (Z >
i=1

3) Definicion del bloque:

AY o 0
o AZ ... o
Ap=| 2 S, (2.43)
: : 2
o o - A%
donde
_ l _ l
0 TIBOJU(ME )) T TIBOJU(”gz))
Ap = : : EMyt1yxr,  (244)
_ l _ [
Tan/,n;(”g )) o Tan/le(ugz))

f) El bloque Ajs.

1) Corresponde a: las derivadas parciales asociadas a las restricciones que
mantienen la tangencia en el punto inicial y final de la union de todas las
curvas.

k
2) Dimension del bloque: (Z(n,+k)> x 2.

N
I
—_

3) Definicion del bloque:
r [0 00 - . 0 J J
Al3_{_ B I () (2.45)

g) El bloque A 4.

1) Corresponde a: las derivadas parciales asociadas a las restricciones que
imponen continuidad C° y C! en los puntos donde se concatenan las cur-
vas.

k
2) Dimensién del bloque: (Z(nl + k)) x (2k—2).

~.

3) Definicion del bloque:

Auy=| . H , (2.46)
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S

R S )
%1 O . O EM(}’!["‘I)XZ
(2.47)

h) El resto de bloques son bloques con elementos nulos y que se podrian agrupar
en un unico bloque definido por una matriz nula 0 cuya dimension es:

(§<r,.+2k>> . (fmuk)).
i=1 i=1

2. Xes el vector de las incégnitas cuya dimension es

[(i(”lz + r,-)) + 3k
i=1

El vector de las incognitas se expresa como:

vee (5(1)) ] (2.48)
A

—m
2
0

=03

x 1.

X =

3. besel término independiente que tiene la misma dimensidn que el vector de incégni-
tas y su expresion es la siguiente.

0
yv(D
b= : (2.49)
y(k)
- C -
El vector v(!) se define como,
Tgl) . Sgl)
v = : (2.50)

C= . (2.51)
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Figura 2.23: Ejemplo de la deformacion de una curva de Bézier que puede representar el
frente de avance de la resina en un llenado LCM.

final pose

e Original trajectory

» Repulsive Forces on
the obstacles

..... Modified trajectory

%
2 / .
/ \
2 4 AN
Original trajectory A \
s N,
! o .
Field of
—»  Field of vectors . ol T

..... Modified trajectory
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Initial pose

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

(a) Ejemplo 1 BSD concatenando ocho cur- (b) Ejemplo 2 BSD concatenando ocho cur-
vas de Bézier. vas de Bézier.

Figura 2.24: Dos ejemplos diferentes al aplicar el BSD y utilizar en ambos ocho curvas
de Bézier. En este caso, puede representar la trayectoria de un robot mévil.

CO,((I—I),I = P(()l) - Pr(zlzil)

7 _ (2.52)
P B - (B L)

n_1—

Ci-nn=m-1-

Sila matriz es invertible, entonces la solucidn del sistema se obtiene como X = A L.b.
Con la solucidn del sistema se obtiene la perturbacién de cada punto de control y con ello
la deformacioén de la curva de Bézier.

En las figuras [2.24 podemos ver un ejemplo del algoritmo BSD. En estas figuras
podemos ver la deformacion del conjunto de curvas de Bézier concatenadas utilizando un
conjunto de vectores. En cada caso la curva de Bézier y el vector tendra un sentido fisico
diferente. En los capitulos [3|y 4| desarrollaremos las aplicaciones.

2.3. Bézier Shape Deformation basado en tensores: T-BSD.

El algoritmo desarrollado en la seccion se formula de nuevo, pero ahora se utiliza
una notacion basada en tensores. Uno de los objetivos principales de cambiar la formula-
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cion es la reduccion del tiempo de computo.
Con los conceptos vistos en [2.1.4] veamos como desarrollar el algoritmo T-BSD.

2.3.1. Formulacion matematica.

Observacion 1. Basdndonos en la definicion vista en|l}| redefinimos una curva de Bézier
de la siguiente forma:

n
af (u) = Y Pi(t)Bin(u); uel0,1] (2.53)
i=0
donde P;(t) son los puntos de control de la curva de Bézier o (u) y B; »(u) son los poli-
nomios de Bernstein de grado n tal y como habiamos definido en

Aprovechando la reformulacion del BSD con édlgebra tensorial vamos a definir la curva
de Bézier en cualquier espacio de dimensién d, es decir, RY. En principio el algoritmo
estd desarrollado para el caso particular d = 2 y la funcién a optimizar necesaria para
resolver este problema esta definida en ese caso concreto. Pero es cierto que en un futuro
queda abierta la posibilidad de llevar el algoritmo a tres dimensiones. Asi que en principio
en este caso el valor de d siempre es dos.

La expresion de la curva de Bézier [2.53] la podemos escribir de forma equivalente en
forma de matriz como sigue,

o (1) = Po(1) By(u);u € [0, 1], (2.54)

donde
Pu(t)=[PY(r) - PI(r) ] € RTXOHD) (2.55)

los puntos de control pueden estar en cualquier espacio de dimension d.
B,(u) = [ Boa(u) -+ Bua(u) ]" € ROV, (2.56)
Utilizando la norma euclidea se escribe de la siguiente forma,
e ()15 =By ()" Pu(t)" Pu(t) By () (2.57)

Para un valor fijo ¢, la energfa de la curva u-parametrizada o en LP([0, 1], R?) viene
dada por,

1/p

e lla, = (/01 ||af(u)||§du) i = </01Bn(u)TPn(t)TPn(t)Bn(u)du) . (2.58)

Ahora, consideramos un conjunto finito de Puntos Finales {T(r), e ,T;} C D, siendo
D un conjunto compacto y conexo en R?. Lo que pretendemos hacer es mover la curva
inicial de Bézier, denotada por o} y caracterizado por el conjunto de los puntos de control
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n

By (t), ala curva, denotada por o', ,,

punto de control, es decir,

a través de un conjunto de perturbaciones para cada

X,=[ X9 .. X1 ] eROHD, (2.59)
La curva de Bézier resultante o, ,, estd dada por,
o'y (1) = (Pa(t) + Xa) By (u);  u€[0,1]. (2.60)

Para calcular X,, se sigue el siguiente principio: queremos minimizar la energia utili-
zada por la curva para moverse desde o a o, ;. Ademds, hay que exigir que la curva
transformada o modificada pase a través de los Puntos Finales para un conjunto de valores

del parametro intrinseco dado 0 = vy < u < --- <u’_, <u’ =1, eso equivale a,
1 2 r—1 r )

min [|od!, ,, — a?||’A’p
(2.61)

s. t. afﬁrm(u;) = Tf;paral <j<r,r<n-—1.

Ahora, reescribimos (2.61)) el problema en forma matricial de la siguiente forma. Dado
el siguiente conjunto,
T,=[T! - T/ ]eR™. (2.62)

r

Bl =[ B,(u}) --- B,(ul) ] e RO (2.63)

Finalmente, consideramos la siguiente funcién matricial
1
D, (X,) = / B,(u)" XX, B, (u)du, (2.64)
0

entonces (2.61]) podemos escribir en forma matricial tal y como sigue:

ml,nXHERdx(rHl) (Dn (Xl’l)
(2.65)
s.t. (Py(t)+X,)B, =T,

Si utilizamos el operador vec en se obtiene el siguiente problema de minimizacién
equivalente,

s

Min ooy, e 1) <1 Pu(VecXy)
(2.66)
S. t. ((BZ)T ®Id) VeCXn = vec Tr —vec (Pn(t)BZ)

Observacion 2. Téngase en cuenta que el conjunto de restricciones de este problema
es lineal. En consecuencia, la aplicacion ®,, se define en un conjunto convexo. Por
lo tanto, provando la convexidad de ®,, (ver definicion|I1] en el apéndice [B) cada pun-
to estacionario que se obtenga de serd un minimo absoluto. La justificacion la
encontramos en el teoremad|del apéndice B}
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Proposicion 1. Se cumplen los siguientes resultados:

1.
1

= 2/ (X, By ()T (B (u)T ®1;)du, e RM*+1), (2.67)
0

D*®,(X —2/ VM @I)du=2 (/ B,(u)B (u)Tdu) ®1;. (2.68)

Ademds, D*®,(X,) € RITDXAn+Y) o5 yng matriz simétrica definida positiva.

Demostracion 1. Primero, observamos que
1
D®,(X,) — / D (B,,(u)” XT X, B, (u)) du. (2.69)
0

Consideramos y, = F (X,) = X,B, (1) y G(yn) = Y. y,. Entonces,
DF(X,) = B,(u)T ® I; and DG(yy) = 2y!'. Por lo tanto, utilizando el Teoremal|l| se ob-
tiene que

D (B, ()" XT X, Bu(u)) =2y (By(u)” 1) =2(X,Bu(u))" (Bu(w)” ®1;), (2.70)
y asi queda probada la prosicion[l} Para probar el enunciado 2] observamos que
T
D* (Bu(u)" X X, B, (1)) =2 (B,()" ®1,)" (Bu(u)" ®1,). (2.71)

Como (B, (u)B,(u)T @1,) es definida positiva, obtenemos que D*®,(X,,) es también una
definida positiva para todo X,, € RE*(n+1)

Observacion 3. Con la proposicion|ly el teorema[3](ver apéndice|B) queda probada la
convexidad de la funcion ®,,.

2.3.2. Bézier Shape Deformation basado en tensores concatenando
Béziers.

Ahora, consideremos que la curva o estd descrita por un conjunto finito de curvas
Bézier concatenadas o', ...,a;* de grados ny,...,n;, respectivamente. Utilizando esta
notacion cada curva se puede expresar como sigue

o (u) =P, (t)By,(u); uel0,1]; 1<i<k (2.72)
donde,
Pu()=[PY(t) --- Pu(r) ] e RI*0tD), (2.73)

an(u) = [ BO,ni(u) Bnum(”) ]T € R(ni—H)Xl' (2.74)
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La continuidad de a; implica que

Pli(r) =Py (1) (2.75)

nj+1

para 1 <i < k— 1. Por tanto, si denotamos como

a:ljrm(”) = (P, (t) +Xy,) By, (u); ue|0,1] (2.76)
donde,
Xp=[ X - X ] e RO, (2.77)
La continuidad de oy 4, implica
Xy =X |, (2.78)

para 1 <i<k— 1. Asumimos que o' (0),a;*(1) pertenece a la frontera de £, denotado
por dQ, y que

d

()|, _or = Vol2), - a*(u)|,_,- = Vi), (2.79)

d o
du '
para todos los valores de ¢. La condicion anterior implica que,
m (P, (1) =Py (1)) = Vo(t), m(Pr(t) =P (1)) = V(). (2.80)

Por lo tanto, para t 4+ At este hecho implica que,

n(Xy, —X9) = Vo(t+Ar)—Vo(1), (2.81)
m (X=X ') = Vit +Ar) — V(o). (2.82)

En este caso, asumimos

Vo(t+Ar) — Vo(t) =0, (2.83)
Vit +At) — Vi (1) = 0. (2.84)

Ahora, introducimos la condicién de diferenciabilidad para la curva global a;. Puede
escribirse como

< ()], = - o ()| o - (2.85)
Por lo tanto,
(P P (1)) = mea (B (1)~ PO, (1)) (286
ver ecuacion y y para t + At obtenemos,
ni (X = X0 = ni (X, — X0 ) (2.87)

paral <i<k-—1.
Dado,
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T,,=[ T. T/ ] € RO, (2.88)
y
B = [ By (uf) - By (uf) | e R, (2.89)
Hay que calcular X,,, € R4* (ni+1) para 1 <i <k de forma que sastisfaga
min(Xn17--~7X11k) CI)(an yeee ;Xnk) = Z?:l q)ni (Xni)
s. L. (Pni(t) +Xni)Blr1ii = Tri 1 <i<k,
Xp =X) 1<i<k—1,
1 %0\ —v.( _ _ (2.90)
I’ll(Xn1 Xni) —VQ(t+At) VQ(Z) =0,
e (Xak —=Xpk ") = Vi(t+Ar) — V(1) =0,
n(Xn =X ™) =nip (X}, — X0, ,), 1<i<k—1,
Claramente,
_ 1xd¥*  (ni+1)
DO(Xy,,....Xp,) = [ DPp,(Xn,) -+ DPpy(Xp,) | € RI*Lizi : (2.91)
Por tanto, chp(an ,-..,Xp,) es la matriz diagonal por bloques:
[ D’®,, (X,,) 0 0 0
0 D’®,,(Xy,) - 0 0
: : : : (2.92)
0 0 o chbnk—l (Xnk—l) 0
I 0 0 e 0 D*®,, (X,,) |

Utilizando la proposicién vemos que szb(an,...,Xnk) es una matriz definida

positiva.

Ahora, se trata de reformular (2.90) con una notacién mas compacta. Para ello es necesario

definir las siguientes matrices bloque. Para 1 < i < k definimos

Ry, = [ 0 - 0 I ] e]Rdxa’(nle)7
R;;i: [ 0O --- 0 —1; I ] ERdXd(ni+l),
L, = [ I, 0 - 0 } c RAxd(ni+1)
y
Li=[-I; I 0 - 0] c Réxd(ni+1)

Finalmente, denotamos como

0, =[0 0 0 - Q}ERdxd(niJrl)?

(2.93)

(2.94)
(2.95)

(2.96)

(2.97)
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en todo esta seccidn y para todas las matrices, cuando escribimos 0 denota la matriz
cuadrada nula de tamafio d x d.
0 --- 0
R (2.98)
0 --- 0
Gracias a la definicion de estas matrices y al operador vec el conjunto de restricciones
(2.90) se escribe como sigue,

(Bi)T @1Iy)vecX,, = vecT, —vec (P (t)Bi),1<i<k,

Ry,vec X, = Lni+1VeCXn+n 1<i<k—1,

nlLZlVeCan = Vo(t+At)—Vy(t) =0, (2.99)
I’lkR;;kVeCXnk = Vk( +At) Vk(l‘) =0,

niR;, vecXy, = n,+1Ln+lvean,+,, 1<i<k-—1,

Entonces la funcion de Lagrange asociada a (2.90) se reescribe como,

k
Z P, (vecXy,)
=1

~.

k
- SO [((B5) © lvec, —vecT, +vec( By (085

- Z lLiT [RniveCXni — Ly, vec Xy, +1} (2.100)

—[,l,]{ [nle‘,lveanl — Vo(t + Ar) —|—V()(t)}

—;1,]7;_._] [nkRZkVCCXnk —Vk(l —|—Al‘) —f—Vk(l‘)}

k—1
T *
— Z i1k [niRniveani — ni+1Ln VCCanH}
i=1

Tal que,
2}
Ni=| : | eRIL (2.101)
A"
l .
y —
.uil
pi=| - | e R¥*L (2.102)
d
Hi ]
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Entonces, la condicién de primer orden de optimalidad son (2.99) y

0L
3 (vec Xy, )T = Dy, (Vecxm)_(AT)T((BZII)T@Id)
Yot (2.103)
—Hi{ Ry, — N/Z’HLEI - M;anlRZ] =0,
0 : :
= = D®,. XA_AI:tTBrz‘TI
9 (vec X, )T ni(veeXn,) — (N')" ((Br)" ®1a)
* 2.104
— i R+ iy Lny — pigy 4 iRy, (109
+“I{+inil’;kli =0,
para2 <i<k-—1,y
ag 1y 1y
d(vecX, )T Dy, (veeXy,) — (A" (Bip)" @ 1)
" (2.105)
+pf Lo — “1{+1”kRZk + Ngk”kLZk =0,
Utilizando el hecho de que,
(DD 2/ 1) @ ) (X, By (u)) du € RIHDX1 (2.106)
y cogiendo el operador vec se obtiene,
1
(D®,(vecX,))T =2 ( / (B(u)" @B, (u) ®Id)du> vecX,,. (2.107)
0

Por lo tanto, las condiciones de primer orden de optimalidad con respecto a vecXy,-
variables se pueden escribir como,

1
0 = 2( / (Bnl(u)T®Bnl(u)®Id)du) vec Xy, — (Bl @ Ip) A}
0

(2.108)
—RY 1 — i (L) e — i (R ey,
1
0 = 2 (/ (By, (u)" @B, (1) ®Id)du> vec Xy, — (Br, ® Ip) A}
0 (2.109)
Loy i1 — Ry i i (L) i —mi(Ry ) g,
para2 <i<k-—1,y
1
0 = 2 ( / (B, ()" @B, (u) ®Id)du> vecX,, — (Br, @1g) N}
0 (2.110)

Ly 1 — (R )T 1 + (L )T po,
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Finalmente, podemos concluir que para calcular la solucién del problema de minimiza-
cién (2.90) hay que resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales,

Az =f1 (2.111)
La matriz A se define como,

Aig Ap Az Arg Ags
Ay O 0 0 0
As; O 0 0 0 |eRrRw 2.112)
Aii 0 0 0 0
As; 0 0 0 0

Observacion 4. La dimension de los ceros que aparecen en esta matriz es coherente con
la dimension de cada bloque A, ;.

Donde,

=

k
w=dY (nj+1)+d (nj+r;)+3dk. (2.113)
=1

1

k
ri+d(k—1)+2d+d(k—1) =d
=1

i i=1

La dimension de cada bloque es,

Ay € RALE (i) xd T (nit-1) (2.114)
Ajp € RIZE (it )xd X i (2.115)
Az € Rd):{;l(n,«Jrl)xd(k—l) (2.116)
Ayg € RIZ(nit1)x2d (2.117)
Apse Rdzlk:,(niﬂ)xd(k—u (2.118)
Ay € RIZiixd Tl (i) (2.119)
Az € Rd(k—l)xdzf-‘:l(ni—i-l) (2.120)
Ay € R2XATL (nit]) (2.121)
y
As, € RIKDXALL, (nit]), (2.122)
Aqui, i i
vec Xy,
Vec.Xnk
Al
Z= : e R, (2.123)
A
M1
L M2k
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La definicién de f es:
_ 0 .
0
vecT,, —vecP,, (t)Br
f= : e RV*1, (2.124)
vecT,, — vec Py, (1)B
0
e O -
Ay =diag(Z,,,...,Zy) (2.125)
donde,
1
Zp = / (B, (u)T © By, (u) @ 1p)du € R+ xd(i+1) (2.126)
0
parai=1,2,... k,
Arp =diag((—1/2)- (B, ®1L1),...,(—1/2) - (B} ®14)) (2.127)
y —1 pT T T T T T 7]
i O R o
Ee e S S
0 - SRt o 0 0’
Ap=| 0Tl N ¥ (2.128)
T- T- T- T. . 1 T —1 .T
O O Ona On 2t 2
O}’lk Oi’lk Onk Onk O}’lk ZL}’lk
%lnl(L;;l)T O?};
0,{2 0n2
Ay = : : (2.129)
T T
Onkf' —10nk7]* T
Onk Tnk(RVlk)
SR o o oo o
B T A T S S
0n3 § n3 (L;’kl"; ) %n:; (R;§3 ) Ong On3 Ong
A5 = : : ) ) : )
O’{k—l 0'{1{71 O’Tlkal 0’71;—1 %nkfl(l‘;kfl)T Elqlk*l(RZkfl)T
.0, On Ore Or Op, (L)
(2.130)
Por otra parte,
. T T
Ay =diag((By))" @y, ..., (Bf)" ®1a) (2.131)
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Rnl _an On% Onkfz Onkq Onk
Onl Ry, Ly, Onk—z O”k— 1 Onk
Azp=| : e : : (2.132)
Onl Onz 0"3 o R”kfz R”‘kfl Onk
L On1 0n2 On3 T Onk72 Rnk,l _Lnk
I’llL* On On M On _ On
Agy=| "Nm S e 2.133
W0, O On o Op, mRE (2.133)
y
an,’il —nzL;;2 Ops O, Oy, On, ]
O, ”ZRZQ —n3L;;3 e Ony_, Opy O
As) = : : : : : : (2.134)
Ol’l[ 0!’[2 01’13 e nk*ZR:;kiz —l’lk,IL;klk71 Onk
L Onl 0n2 0n3 e Onk72 nk71R2k71 —I’lkL;klk ]

2.4. Comparativa del BSD y T-BSD: tiempos de computo.

Con el algoritmo T-BSD se consigue una reduccién del tiempo de cémputo conside-
rable. La figura muestra la evolucién del tiempo de computo que se necesita para
obtener la deformacidn de una familia de curvas de Bézier concatenadas. En este grifico
[2.25] se muestra una comparativa del tiempo de cémputo de los métodos BSD y T-BSD
frente al numero de curvas de Bézier concatenadas en el algoritmo. El tiempo de computo
estd directamente relacionado con el aumento del nimero de curvas. En el caso del algo-
ritmo BSD, su crecimiento es exponencial, es decir, O(nf ). Por el contrario, en el caso del
algoritmo T-BSD el coste numérico también aumenta a medida que aumentan el nimero
de curvas de Bézier, pero en este caso el crecimiento es lineal, es decir, O(fn).

Por lo tanto y tal y como habiamos indicado ya en la introduccién de este capitulo,
el uso del dlgebra tensorial reduce considerablemente el tiempo de computo. En el libro
[64]] podemos encontrar mas informacion al respecto.
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Figura 2.25: Comparativa del tiempo de computo entre el BSD y el T-BSD.

Esta comparacion estd calculada utilizando un PC 3,06 GHz Intel Core 13 y 4GB
RAM.

La razon por la que se produce esta reduccion tan dréstica del tiempo de la CPU es
la forma de almacenar la informacién de las matrices al utilizar el dlgebra tensorial. Este
almacenamiento provoca que se opere de forma diferente y eso hace que baje el nimero
de operaciones necesarias para calcular la solucién del sistema en este caso particular.

No es lo mismo resolver un sistema definido de esta forma AX = b (donde A es una
matriz cuadrada de tamafio n/ x n/ y X y b son vectores de tamafio n/ x 1) que resolver
un sistema cuya formulacion estd basada en tensores, de la siguiente forma:

(A(1)®...®A(f))(x(1)®...®x(f)):A(l)x(1)®...®A(f)x(f) :b(1)®...®b(f)

Al formular el sistema utilizando el algebra tensorial el nimero de operaciones se
reduce porque se opera de forma distinta y con ello se reduce el coste numérico de los
algoritmos.

2.5. Justificacion de la eleccion de las curvas de Bézier
para el algoritmo BSD.

Para desarrollar el BSD y el T-BSD se ha escogido una curva Bézier por la simplicidad
de su expresion y sus numerosas propiedades. Es cierto que curvas como las B-Splines
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y las NURBS proporcionan otro tipo de deformacidn, pero las bases que utilizan para
definir la curva son recurrentes. Esto provoca un aumento del coste numérico ademas
de la dificultad en cuanto al desarrollo de las operaciones. Veamos las propiedades méas
destacadas de las Bézier que justifican su eleccion para el BSD y el T-BSD.

2.5.1. Sentido fisico de los puntos de control de las curvas de Bézier.

Un polinomio cualquiera de grado n se define de la siguiente forma:
f(u) = ao+aju+au®+-- +au'";a; € R (2.135)

Con esta definicién un polinomio de grado n viene expresado como una combinacion
de los elementos de la base canénica < 1,u,---,u" >. Los coeficientes a; son las coorde-
nadas del polinomio f(u) en la base candnica y no tienen en principio una interpretacion
fisica como la que pueden tener los puntos de control de una curva de Bézier. Partiendo
que los polinomios de grado » son un espacio vectorial de dimension n y que los espacios
vectoriales vienen generados por infinitas y diversas bases. En el caso de las curvas de
Bézier también representan un polinomio de grado n, pero en este caso viene expresado
como combinacion lineal de los polinomios de Bernstein. Los “coeficientes” en este caso
que posibilitan esa combinacion lineal son los puntos de control. Los polinomios de las
Bases de Bernstein surgen de la expansion del nimero 1. La expansion se desarrolla con
la férmula del Binomio de Newton,

"=(1—u+u)"=

= (O =w"®+ () (=)t () (=)™ () (1= u)
(2.136)
Cada elemento del sumatorio es un elemento de la Base de Bernstein que se define en la

expresion

{<8) (1—u)™®, (T) (1—w)" Y- (Z) (1—u)%u"} (2.137)

Cada elemento de la base de Bernstein de puede expresar como sigue:

Biu(u) = (

l)ui(l_u)n—i;i:()’...’n (2.138)

Con esta base Bernstein del espacio vectorial de los polinomios, se puede definir una
curva como:
a(u) =Py -Bop(u)+Pi-Byp(u)+---+P,-By,(u) (2.139)

Esta curva paramétrica que se acaba de definir, es la curva de Bézier. Los coeficientes
del polinomio en la base de Bernstein coincide con los puntos de control necesarios para
representar la curva de Bézier.
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2.5.2. Interpolacion del primer y dltimo punto de control.

Una curva de Bézier interpola siempre el primer y dltimo punto, es decir, que los dos
unicos puntos que atraviesa son Py y P,. A partir de su definicién podemos comprobar que
se cumple: a(0) =Py y a(1) = P,,. De esta forma, al aplicar el BSD tenemos controlado
el primer y ultimo punto de la curva de Bézier.

2.5.3. Afin invariante.

Una curva de Bézier es afin invariante. Eso significa que si aplicamos una transforma-
cion afin a una curva de Bézier, el resultado puede construirse desde las imédgenes afines
de los puntos de control. La transformacion afin es:

@(x) =A-x+b;AcR™;becR" (2.140)

Se cumple:

n

Y o(P)-Bin ioA P, 4 b) - Bin(u) =

i=0
n

A-Y P;Bj,(u) i =A- ZP ‘Bin(u)+b-1=¢ ZP ‘Bin(u

i=0 = i=0
(2.141)
La consecuencia de esta propiedad es importante para el algoritmo BSD porque nos indica
que si queremos transformar una curva de Bézier debemos de transformar para ello los
puntos de control.

2.5.4. Vectores tangentes a la curva de Bézier.

Dada una curva de Bézier de orden n hay dos vectores tangentes a la curva en el primer
punto de control, Py, y en el tltimo punto de control, P,,. Los vectores tangentes a la curva
son PoP; y P,_1P,. En la figura tenemos una curva de Bézier en la que se trazan los
vectores tangentes a la curva.

Esta propiedad es relevante para el algoritmo BSD porque estudia si la unién entre dos
curvas de Bézier se realiza con continuidad de clase C'. Para que dos curvas de Bézier
se unan de forma suave, entonces los vectores tangentes a la primera curva en el ultimo
punto y a la segunda curva en el primer punto son paralelos o tiene que estar alineados.
En la figura se pueden ver como dos curvas de Bézier de tercer orden se unen con
tan solo la condicion de continuidad. En cambio, en la figura @ al concatenar las dos
curvas de Bézier su unién se realiza de forma suave porque es de clase C!.

Esta propiedad también resulta interesante para el algoritmo BSD porque en él se
necesita concatenar curvas de Bézier y asi su union genera una curva suave.
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a'(0)
P2
E 1

Figura 2.28: Unién de dos curvas de Bézier de clase C'.
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Figura 2.29: Envolvente convexa.

2.5.5. Envolvente convexa.

Una curva de Bézier estd contenida en la envolvente convexa, ver apéndice B] defini-
ci6én 6] definida por los puntos de control. Esta propiedad se cumple porque los polinomios
de Bernstein son siempre positivos y la suma de todos ellos es igual a uno, ver ecuacion
2.136

Con esta propiedad tenemos controlada la regién donde estard contenida la curva de
Bézier. En la figura podemos ver la envolvente convexa que encierra a las curvas de
Bézier, en este caso esta representada por la zona gris delimitada por las curvas de Bézier.

2.6. Conclusiones.

En este capitulo se ha realizado una introduccién de las curvas haciendo hincapié en
las curvas de Bézier que son aquellas en las hemos basado nuestro algoritmo. Ademas
se ha dejado constancia de lo importante que es tener la capacidad de poder modificar
la forma de las curvas paramétricas, siendo uno de los topicos mds investigados en este
ambito.

Son distintas y variadas las aplicaciones donde es necesario obtener la deformacion
de curvas o superficies paramétricas. En esta Tesis el objetivo de desarrollar una técnica
o algoritmo que permita esta deformacion es poderlo llevar al mundo de la ingenieria.

Ademads se ha dado una introduccién a los tensores y sus aplicaciones més destacadas
para luego poder utilizar una formulacion en el algoritmo BSD basada en tensores.

Finalmente se ha desarrollado el algoritmo BSD que deforma las curvas de Bézier
mediante vectores formulando un problema de optimizacién restringida. El problema se
resuelve aplicando los Multiplicadores de Lagrange y como consecuencia se obtiene un
sistema de ecuaciones lineal AX = b. El algoritmo se ha definido con dos formulaciones
diferenciadas.

I. Con una notacidn tradicional para construir el sistema lineal: BSD.

II. Con una formulacion basada en tensores: T-BSD.
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La soluciéon de ambos sistemas obviamente es la misma, pero al utilizar los tensores
conseguimos ciertas ventajas que podemos destacar en los siguientes puntos:

1. Una reduccion del tiempo de computo considerable.

Con el uso de los tensores queriamos demostrar la reduccion del tiempo de compu-
to, algo que ya estd publicado en [33, 164, 166]]. En la figura se observa en el
T-BSD un comportamiento lineal del tiempo de cémputo frente a un comporta-
miento exponencial en el caso del BSD. Esta reduccion justifica la eficiencia de la
construccion de la matriz A del sistema de ecuaciones al basarse su construccion
con tensores. Tanto en el BSD como en el T-BSD la matriz del sistema A tiene
la misma dimension, es por ello que el tiempo de computo se invierte en la cons-
truccion de la matriz y en la forma de operar luego para resolver el sistema lineal
de ecuaciones. Al formular el algoritmo con los tensores se logra una construccion
mucho més eficiente que conlleva una forma de operar en la que se invierte mu-
cho menos tiempo provocando un menor coste numérico. En [62, [109] podemos
encontrar mas informacion acerca de los tensores.

2. Demostracion de que la solucidn obtenida es un minimo.

Otra de las ventajas a destacar con el algoritmo T-BSD frente al BSD es la demos-
tracion de que el punto estacionario de la funcién Lagrangiana es un minimo, es
decir, que la tnica solucidon que se obtiene al resolver el sistema lineal de ecua-
ciones corresponde al minimo buscado. Hay que recordar que se busca la minima
distancia entre las dos curvas de Bézier, la original y la modificada. La justifica-
cién de que el punto estacionario es un minimo corresponde a la convexidad de la
funcién a optimizar, ver 2]

3. Posibilidad de aumentar la dimensidn de la curva de Bézier.

Con la formulacién basada en tensores se consigue una notacién mucho mas com-
pacta que permite incluso aumentar la dimensién como trabajo futuro para poder
deformar una curva de Bézier que esté en R>.
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Capitulo 3

Aplicacion del BSD en Procesos LCM:
BFD y BFD-A.

Como es posible que la matemdtica, un
producto del pensamiento humano
independiente de la experiencia, se adapte tan
admirablemente a los objetos de la realidad.

Albert Einstein (1879-1955)

3.1. Introduccion.

El algoritmo BSD desarrollado en el capitulo [2|tiene una primera aplicacién: la repre-
sentacion del frente de avance de la resina en los llenados de moldes con resina liquida.
El algoritmo BSD se adapta para calcular el frente de avance (flow front) con una curva
de Bézier. En este caso, el algoritmo se denomina Bézier Flow Front Deformation, BFD.
Ademas de obtener el frente de avance mediante una curva continua, se actualiza en cada
instante de tiempo. Los vectores velocidad del flujo de la resina son los que se propor-
cionan al BFD para deformar el frente representado con Béziers. Los resultados de esta
investigacion se han publicado en: [[117].

Ademas en este capitulo veremos la opcion de introducir una restriccién nueva en el
algoritmo para mejorar el calculo del frente. Se trata de introducir el drea que hay ence-
rrada entre las dos curvas de Bézier como una restriccion més. El valor del area debe ser
igual al valor de la cantidad de resina introducida en un intervalo de tiempo determinado.
En este caso, el algoritmo se denomina BFD-A. El resultado de esta investigacion se ha
publicado en [71].

El presente capitulo estd organizado en diferentes secciones: en la seccién se
hard una breve introduccién a los procesos Liquid Composite Moulding (LCM); en la
seccion [3.3]también se realizard un breve resumen de las técnicas Finite Element Method
(FEM) que maés se utilizan en estos procesos para la simulacion del llenado; en la seccion
[3.4]se va a detallar las ventajas del uso de las curvas paramétricas en esta aplicacién con-
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creta. En la seccion se detalla una técnica que hace evolucionar las particulas que es
la que se fusionard con el BFD. Posteriormente, en la seccion @] se explicard como se
adapta el algoritmo BSD al BFD y como se fusiona con las técnicas de elementos finitos
y la técnica de evolucidn de particulas vista en En la seccion [3.7] se introduce una
restriccion nueva en el modelo BFD, generando el algoritmo BFD-A. Por tltimo, en (3.8
se detallaran las conclusiones referentes a este capitulo.

3.2. Introduccion a los procesos LCM.

La fabricacion de piezas mediante el llenado de moldes se engloba en dos grandes
grupos:

= Procesos de fabricacion con moldes abiertos: Dentro de los procesos con moldes
abiertos podemos diferenciar dos grandes técnicas, “Hand lay-up” y “Prepreg”. En
ambas, la resina se impregna en la preforma o en el refuerzo de forma manual.
La diferencia estd en que en la técnica del Hand lay-up, la impregnacion se hace
con rodillo y en el caso de la técnica Prepreg se hace con pistola. Son procesos
utilizados en la industria caracterizados por ser sencillos de llevar a cabo puesto
que no se precisa de una mano de obra especializada. Pero, es cierto que el gran
incoveniente del proceso manual es la emision continua de compuestos organicos
voldtices que en su mayoria son toxicos.

» Procesos de fabricacion con moldes cerrados: En este grupo entran todos aquellos
procesos que cuentan con un molde y un contramolde para llevar a cabo la fabri-
cacion de la pieza. El molde siempre estard fabricado con materiales rigidos, en
cambio el contramolde puede fabricarse con flexibles, semirigidos o rigidos. Hay
varios métodos dentro de los procesos con moldes cerrados. Los métodos quizas
mads nuevos en cuanto a la fabricacion reciben el nombre de LCM (Liquid Compo-
site Molding). Dentro de los procesos LCM podemos estudiar diferentes técnicas
separandolas en dos grupos:

e aquellas técnicas que requieren presion positiva, como por ejemplo RTM (Re-
sin Transfer Molding).

e o derivados de éstas que serian técnicas que requieren presion negativa co-
mo por ejemplo VARTM (Vacuum-Assisted RTM) o VARI (Vacuum-Assisted
Resin Infusion).

En la figura |3.1| se ilustran los pasos que se siguen en los procesos que requieren
presion positiva, como el caso de RTM. El venteo esta abierto a la atmdsfera y la resina
es inyectada con presion positiva, esto hace que tanto la abrazadera como el molde y el
contramolde sean los adecuados ya que tienen que soportar la presion. En el caso de tener
grandes piezas es un problema obtener una abrazadera adecuada, por ello hay técnicas
alternativas en las que no se ejerce presion, sino que es un proceso de infusion por vacio.
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Preparacion preforma Pieza acabada

g mr

Insercién preforma

[ ™

‘ " " ’

Figura 3.1: Fases del Proceso RTM

En la figura se ilustran los procesos que requieren presion negativa. La diferencia
entre esta técnica y la anterior es que la resina no es inyectada a presion, al hacer vacio
se conduce la resina dentro de la ldmina. Como se observa en la figura 3.2} la preforma
se introduce en seco en el molde y el vacio se aplica antes de que se introduzca la resina.
Cuando se consigue el vacio, la resina es aspirada en el laminado a través de ciertos tubos
que se habran colocado previamente. La presion negativa permite que la mitad superior
del molde pueda estar hecha de un material mas flexible y de esta forma se reducen los
costes de fabricacion.

Preforming ‘\
sl

Preform Iocahon‘ Vacuum ’ Demolding

in the mould vent

RS

Gate Gate

Tl

Mold closing ’ Floxible mould ot
: exible mould pa
and sealing (Transparent or translucent) ’ Resin infusion

and curing

Sealed —» ‘M’ ~— Sealed

Figura 3.2: Fases del Proceso con presion negativa

El frente de avance de la resina se define como la frontera entre la zona seca del molde
y la zona ya impregnada por la resina. En la figura[3.3] podemos ver un ejemplo real del
frente de avance.
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Figura 3.3: Ejemplo del frente de avance.

Es la herramienta mds comin que permite implementar una mejora desde diferentes
aspectos: desde la optimizacion del llenado hasta la busqueda de un disefio adecuado
del molde para poder obtener la pieza deseada. Las aplicaciones de estos procesos son
utilizadas en la industria aeronautica, naval, automovilistica, etc.

Un aspecto importante en la simulacién del llenado de moldes en los procesos LCM
es el tratamiento del frente de avance de la resina. Puesto que el tratamiento analitico de
la evolucion del flujo de la resina es dificil, a menos que la geometria sea sencilla, hay que
recurrir al estudio numérico. De esta forma se estudia con un enfoque discreto, se obtiene
una gran nube de puntos en forma de diente de sierra, ver figura[3.5]

Con el proceso de la simulacion se pueden destacar dos inconvenientes:

I. El tipo de curva que se obtiene con forma de diente de sierra dista del frente de
avance real.

11. El alto coste computacional que este proceso precisa.

Una de las técnicas utilizadas para la simulaciéon numérica del frente de avance es la
de elementos finitos, mas conocida como FEM (Finite Element Method). Como conse-
cuencia de la simulacion se obtiene la posicion del frente de avance en cada instante de
tiempo y esto nos ayudard a hacer un estudio de la optimizacion tanto del llenado como
del disefio del molde y del curado de la resina.

En [[114, 138]] podemos encontrar mds informacién acerca de estos procesos.

3.3. Simulacion por elementos finitos: Vectores velocidad.

En general, la impregnacion de la resina en la fibra se describe utilizando el frente de
avance a través de la teoria del medio poroso. El fenémeno de la presién impulsada por el
flujo se describe con la Ley de Darcy:
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& \% (3.1)
\4 n p .
Siendo k el tensor de la permeabilidad de las preformas, 1 es la viscosidad de la resina y
p es la presién del fluido.

La Ley de Darcy determina los vectores velocidad que se calculan a partir del gradien-
te de presiones, la relacion que hay entre la velocidad del flujo y el gradiente de presiones
es lineal, tal y como se puede ver en la ecuacion . El conocimiento adecuado de la
permeabilidad de las telas y de la viscosidad de la resina permitird una modelizacion co-
rrecta del flujo por esta ley. La gran mayoria de procesos de llenado de moldes en medios
porosos se pueden considerar para cavidades de moldes de pequefio espesor y por tanto,
el flujo de la resina puede ser simplificado como un problema bidimensional, es decir,
sin considerar el trasiego del flujo que atraviesa el grosor de la preforma. El problema de
trasiego de flujo se define en un volumen Q = Q¢(r) U, (z), donde el fluido ocupa el
volumen Q () para un determinado tiempo ¢ y €, indica el volumen de la parte vacia en
el instante ¢. En la figura [3.4] podemos ver un modelo de dos dimensiones en un molde
RTM.

Chstacle Injection Nozzle
8
LY oz

Flowr fiont
(D

e
2 -

Figura 3.4: Modelo del flujo bidimensional

Asumiendo constante y ortotropica la permeabilidad de la preforma y constante la
viscosidad de la resina, entonces la resolucion de las presiones en el dominio ocupado por
el fluido se obtiene con la formulacién variacional de:

k
Vp* EVpdQ =0 (3.2)
Qs (1) n

La localizacion del fluido dentro de todo el dominio Q se define mediante la funcion
caracteristica /, definida por:

1 sixe Q¢

Hry=q ! SEee) (3.3)
0 six¢Qy(t)

La evolucioén de la fraccion volumétrica, /, viene dada por la ecuacion lineal de adveccion:

dl dl
- = .VI=0 34
dt ot Ty 34
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con I = 1 en la frontera interior del flujo.

La resolucién numérica de las ecuaciones que rigen la cinematica del flujo puede ser
tratada mediante la técnica de Galerkin basada en elementos finitos, mas conocida como
FEM (Finite Element Method). Para la actualizacion del dominio del flujo se utiliza la
técnica de los volumenes de control. El esquema que conlleva su resolucion estd formado
por tres pasos:

I. Obtener el campo de presiones discretizando por elementos finitos, dada la ecua-
cién variacional (3.2). Se impone presién nula en los nodos no contenidos por el
elemento lleno: en la figura[3.5]1os nodos 7, 8 y 9.

Frente de avance numérico

—— Frente de
avance de
la resina

Figura 3.5: Mallado triangular con los volumenes de control en los elementos.

11. Calcular el campo de velocidades con la ley de Darcy.

II. Actualizar la fraccion volumétrica, I, integrando la ecuacion (3.4)).

Las condiciones en la frontera vienen dadas por las siguientes condiciones:

= FEl gradiente de presiones en la direcciéon normal a las paredes del molde es cero, de
esta forma el fluido no puede salir de la cavidad del molde.

= La presion o el caudal se definen en la parte llena del molde, dQ~ como sigue:
p(x€9dQ7) =P ov(x€dQ )=y, tal que:

0Q™ ={x:v-n <0}
y n(x) es el vector exterior unitario definido en la frontera en el punto x.
= Presion nula en el frente de avance, es decir, p(x € dQq(t)) = 0.

Y si asumimos que en el instante de tiempo ¢ = 0, el molde esté vacio, la condicién inicial
de la funcion [ resulta:

0 sixeQ
I(x,t =0)= - 3.5
(x ) 1 sixedQ~ (3-3)
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a) straight-sided mesh b) curved mesh

Figura 3.6: Ejemplo de un mallado curvo.

El dominio ocupado por el fluido tiene que estar definido para cada instante de tiempo
durante la simulacién y los cambios deben estar integrados continuamente en las ecuacio-
nes que rigen. Considerando el estudio del frente de avance como un factor importante en
la mejora de la produccion, resulta necesario implementar nuevas técnicas que aproximen
mejor la representacion de éste. La técnica innovadora en este capitulo es darle al frente de
avance un trato de curva continua parametrizandolo mediante una curva que precisard de
pocos puntos de control, de esta forma se evitan las técnicas de aproximacidn que son las
que hasta ahora se han venido utilizando.

3.4. Ventajas del uso de curvas paramétricas en procesos
LCM.

Las técnicas CAGD de parametrizacion de curvas no estdn muy extendidas en el caso
de los procesos LCM. El uso de las curvas paramétricas estd extendido en las técnicas
FEM pero como una mejora de los elementos finitos. El objetivo sobre todo esta en la
minimizacién del error que se va acumulando al aplicar elementos finitos, debido a la
discretizacion del problema. Muchos de los trabajos publicados al respecto se preocupan
sobre todo por utilizar técnicas CAGD para representar la frontera (frente de avance y
contorno del molde) de forma mds precisa. En publicaciones como [15] ya destacan la
importancia del trato de las condiciones de la frontera. En este articulo se destaca que la
solucioén de las ecuaciones de Euler es mas precisa mejorando la geometria del dominio de
la frontera (elementos finitos isoparamétricos). Si la representacion geométrica tiene en
cuenta la curvatura de la frontera (por ejemplo, una representacion cuadrética) se obtienen
soluciones numéricas mds significativas. En la publicaciones [107, [108] se muestra la
importancia de utilizar mallas adecuadas para discretizaciones de alto orden cuando se
resuelven ecuaciones en derivadas parciales.

En el articulo [[107] se hace un estudio de la mejora de la precisién de la solucién con
tan sélo introducir mallados curvos, podemos obervar un ejemplo en la figura[3.6

Por ejemplo, en [108]] generan “The p-version finite element method” donde se desa-
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rrolla un método eficaz para aplicarlo en tecnologias de simulacién para la ingenieria del
disefio. En el articulo se destaca como la aplicacién de este método requiere la correcta
construccién del mallado del objeto, ademds de una buena aproximacién geométrica para
dominios curvos . En la figura[3.7 podemos ver las diferencias al mallar de otra forma, en
la figura de arriba el mallado utilizado son lineas rectas. En cambio, en la figura que hay
justo bajo se han curvado las lineas rectas utilizando polinomios de grado méximo tres.

Figura 3.7: El resultado de curvar una malla con lados rectos utilizando un polinomio de
grado 3 como maximo.

Ademis en la figura 3.8 vemos otro ejemplo también de esa misma publicacién donde
se utilizan las curvas de Bézier para mallar el modelo sin utilizar las lineas rectas. Se
utilizan curvas de Bézier cuadraticas y cubicas, el orden de la curva de Bézier afecta a la
forma del borde de la malla.

En esta publicacion utilizan curvas de Bézier para el mallado destacando las siguientes
propiedades:

= Envolvente convexa: una curva o superficie de Bézier siempre estd contenida en la
envolvente convexa formada por los puntos de control.

= Disminucién de la variacién: un plano infinito no puede cortar una curva de Bézier
mads veces de las que pueda intersectar con el poligono de control, eso permite
calculos de la interseccion mds eficientes.

» Las derivadas y los productos de las curvas de Bézier se calculan de forma muy
sencilla.



Aplicacion del BSD en Procesos LCM: BFD y BFD-A. 83

ModeIGeoetry .\

Original Linear Mesh

Mesh curved using
cubic Beziers 4

Mesh curved using
quadratic Beziers

Figura 3.8: Ejemplo de mallado curvo mds complejo mostrando como afecta el grado del
polinomio de la curva de Bézier.

= Son posibles algoritmos computacionalmente eficientes al elevar el grado o subdivi-
dir. Esta propiedad se puede utilizar para refinar la forma de la envolvente convexa
tanto como sea necesario para refinar la forma del mallado.

Estas mejoras en cuanto a la representacion del dominio introduciendo geometrias
curvilineas las podemos encontrar en trabajos como [169]]. Esta publicacion se centra en
modelar de forma mds exacta las geometrias en el contexto de dos tipos de ecuaciones en
derivadas parciales: problemas elipticos y problemas de Maxwell.

Ademads podemos encontrar publicaciones donde introducen el uso de las NURBS en
las técnicas de los elementos finitos. En el articulo se propone una nueva metodo-
logia: el andlisis isogeométrico. El objetivo principal es obtener una exacta representacion
de la geometria, sin depender de la discretizacion espacial. En el andlisis isogeométrico
la solucién del problema de la frontera o contorno también se aproxima utilizando las
NURBS para la descripcion de la geometria. Esta idea ya fue introducida en la publica-
cion en el contexto del andlisis de ldminas delgadas, pero en vez de utilizar NURBS
utilizaban subdivision de superficies.

Otras publicaciones posteriores donde también se mejora el método cldsico de los
elementos finitos con una representacién mds exacta de la frontera es el trabajo [143].
En este caso se utilizan NURBS, una de las curvas mas utilizadas en las técnicas CAGD,
para representar la frontera del dominio computacional. La técnica que desarrollan la
denominan NEFEM (Nurbs-enhanced finite element method). En la figura [3.9] podemos
ver un ejemplo grafico de un mallado utilizando la técnica NEFEM.

Ademas del uso de las curvas y superficies NURBS también se encuentran trabajos
donde se utilizan curvas de Bézier para generar el mallado del dominio de otra forma.
Encontramos la publicacién [26], donde podemos ver como introducen el uso de tridngu-
los curvos. Justifican que el uso de elementos curvos es la idea clave para no tener que
utilizar un mallado muy refinado. De esa forma se utilizan un bajo nimero de elementos
finitos. En este caso utilizan las curvas B-Splines para modelar la frontera o el contorno
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Figura 3.9: Perfil de la aeronave: detalles del mallado computacional del tipo NEFEM.

Figura 3.10: Un tridngulo de Bézier cuadratico.

del objeto y luego el mallado del objeto se realiza con tridngulos Bézier de segundo orden.
En la figura[3.10|podemos ver un ejemplo de un tridngulo cuadrdtico de Bézier.

En la podemos observar en la figura de la derecha un ejemplo de un mallado
utilizando los tridngulos de Bézier.

Esta forma de hacer los mallados con los tridngulos de Bézier es aplicada en las ecua-
ciones incompresibles Navier-Stokes [27]].

3.5. Evolucion de las particulas: EP.

En la publicacion [139] se propone una técnica para hacer evolucionar particulas sobre
la simulacién de un llenado, que denotamos como EP (evolucién particulas).

El objetivo de este método es determinar la edad del flujo, a través del tiempo que
lleva cada particula dentro del molde. En cada instante de tiempo se introduce particulas
de edad cero que se van a desplazar por la geometria discretizada. Para que estas particulas
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Figura 3.11: En la figura de la izquierda esta la malla de control, en el centro estd la malla
l6gica y en la derecha estd el mallado con Bézier.

se muevan toman el vector velocidad del elemento finito donde esta situada la particula.
Con ello, la posicion de la particula se computa como,

Xjp1 =X+ VAt (3.6)

Siendo, x; la posicion en el instante actual de la particula, X, la posicién de la
particula en el instante siguiente, W es la velocidad obtenida del elemento finito donde
estd situada la particula y Az es el incremento de tiempo que se utiliza en la simulacion.

La edad de la particula X para el instante ¢ se denota como E (), la nueva edad para el
instante siguiente ¢ + At se expresa como:

E(t+At)=E(t)+ At (3.7)

En la figura[3.12] podemos ver un ejemplo de este método que estudia la evolucion de
las particulas en el llenado del molde.

3.6. Representacion y actualizacion del Frente de avance
mediante una curva de Bézier: BFD.

En los procesos LCM ha quedado constancia de tres problemas importantes:

I. La importancia de la informacion del frente da avance, es decir, de su correcta
representacion para la mejora del proceso del llenado.

1. La informacion del frente se tiene que actualizar en cada instante de tiempo, es
decir, que a medida que el molde se llena su geometria cambiard en funcion del
tipo de molde, de la viscosidad de la resina, de la cantidad inyectada en ese instante
de tiempo, de la estructura de la preforma, etc...La velocidad del flujo de la resina
calculada mediante la cinematica del flujo tras aplicar elementos finitos, es la que
proporcionard esta actualizacion. Tener la informacion de la velocidad equivale a
tener un campo de vectores asociados a las particulas del frente de avance.



86

Capitulo 3

ors

AgepP
375.00

32143
267 .86
2429
160.71
107 14
53.97
0.00

o4

o3

oz

o1

03

04

AgeEl
375.00

321.43
267 .86
M4.29
160.71
107 .14
53.57
0.00

ErrarP
8a.00

7543
G286
a0.249
T
2314
1257

a.oo

Figura 3.12: De arriba a abajo: edad de las particulas, solucién por elementos finitos y
la diferencia en cuanto a la posicion de las particulas entre ambas. La malla tiene 32

elementos.
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111. Puesto que las técnicas mds utilizadas para obtener la informacion del frente de
avance son los elementos finitos, esto supone un mallado del dominio. En conse-
cuencia, se pierde la precision en la frontera del dominio, ya que en muchos de los
casos se malla mediante triAngulos. Ha quedado constancia de lo relevante que es
poder aproximar esos dominios correctamente, por eso en muchas de las técnicas
que se utilizan elementos finitos se estd introduciendo el uso de curvas paramétricas
para aproximarse de forma mds precisa en las fronteras de los dominios.

La gran ventaja del algoritmo BSD es que nos permite calcular el frente de avance con
una curva continua, es decir, con una Bézier. De entre todas las curvas paramétricas, en
el capitulo 2| se ha destacado las propiedades ventajosas de las curvas de Bézier. Ademas,
con el BSD se tiene la opcidn de actualizar su informacion con los vectores velocidad que
se obtienen con las técnicas FEM y el método que estudia la evolucién de las particulas,
EP, visto en la seccion[3.5]

En consecuencia se define el algoritmo Bézier Flow Front Deformation, BFD.

De esta forma, a través del método EP se obtiene un conjunto discreto de particulas
con una edad correspondiente. Estas particulas son las que se necesitan para generar la
curva inicial de Bézier, es decir, los Puntos Iniciales necesarios en el BFD.

Con la informacién del vector velocidad, dichas particulas cogen los correspondientes
vectores del elemento finito donde estdn situados y se calcula la nueva localizacién de
éstas. El campo de vectores velocidad es el que es proporcionado al algoritmo BFD para
actualizar la informacion del frente de avance, reparametrizando el frente con la curva de
Bézier modificada. Como consecuencia de utilizar el BFD conseguimos: una representa-
cién mas real y precisa del frente de avance de la resina y conseguimos la informacién
de los frentes de avance de la misma edad, es decir, no s6lo queda delimitada la frontera
entre la parte seca y llena del molde, si no que ademas se tiene informacién de lo que ha
ocurrido en los instantes anteriores.

3.6.1. Adaptacion del BSD al BFD.

La adaptacién del BFD al BSD se va a detallar como sigue ya que la funcién a opti-
mizar mantiene su definicion y todas las restricciones incluidas en el BSD son titiles para
el BFD.

La funcidn a optimizar en el BSD, ecuacién[2.8] minimiza la energia utilizada entre la
curva de Bézier original y la curva de Bézier modificada. En el caso del BFD esto significa
que el frente de avance se deforma lo minimo posible respecto del original cumpliendo
todas las restricciones incluidas en el problema.

En cuanto a las restricciones, hay que pensar que el frente de avance se tiene que
actualizar, por ello el BFD necesita de un campo de vectores, en este caso velocidades.
La forma de obtener estas velocidades la va a proporcionar el método EP, por ello vamos
a fusionar dos algoritmos el BFD y el EP: BFD+EP. En la figura [3.13] podemos ver el
esquema de como se fusionan el algoritmo de evolucion de las particulas y el algoritmo
que representa y actualiza la informacion del frente mediante una Bézier.
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FEM+EP. Puntos Iniciales S; €—
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Figura 3.13: Esquema del algoritmo BFD+EP.

Todas las restricciones utilizadas para el BSD son necesarias en el BFD. En el caso
del BFD cada restriccion tiene un significado concreto que se detalla como sigue:

1. Fusion del BFD y el método EP.

La ecuaci6n[2.10]es necesaria incluirla porque es la restriccion basica del algoritmo.
En ella se exige que la curva de Bézier modificada (que en este caso representa
el frente de avance) pase a través del Punto Final. En el caso del BFD, el vector
velocidad del flujo de la resina es el vector que une la posicion inicial de la particula
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que corresponde a un punto de la curva de Bézier original (el Punto Inicial) con la
posicion final de la particula que tiene que corresponder a un punto de la curva de
Bézier modificada (el Punto Final). En la figura vemos un ejemplo del vector
velocidad que une los Puntos Iniciales, S;, con los Puntos Finales, 7;. El nimero de
vectores que podemos colocar en una curva de Bézier de ordennes (n—1).

Figura 3.14: Representacion del BFD, los vectores velocidad unen los Puntos Iniciales S;
con los Puntos Finales 7;.

Estos vectores velocidad (situados en el centroide de cada elemento) asociados a
cada elemento finito se obtienen aplicando técnicas FEM y con el método EP tal y
como se ha detallado en la secciones y o en las publicaciones [138, [139].
Fusionando BFD con EP, obteniendo BFD+EP, se calculan los Puntos Finales, 7;
a partir de los Puntos Iniciales, S; y los vectores velocidad,

i =81 +VviAt
T =S+ voAt

. (3.8)
T, =S, +v,At

2. Mantener la tangencia entre el punto inicial de la primera curva de Bézier y el
punto final de la dltima curva de Bézier.

Las ecuaciones y también son necesarias incluirlas. Con ellas mantene-
mos la tangencia en el punto inicial y final. Esta restriccion es necesaria incluirla en
el BFD porque en el caso de la resina, el frente de avance que se obtiene deformado
debe mantener las propiedades del frente de avance original. De esa forma se evi-
tan oscilaciones en el Punto Inicial y Final de las curvas concatenadas tal y como
podemos ver también en la figura[3.14

3. Continuidad y derivabilidad en los puntos donde se concatenan las curvas.

A lo largo de este capitulo ya hemos visto que el frente de avance en realidad es una
curva suave, esa es la razén principal por la que el frente de avance se representa
con una curva de Bézier. Como consecuencia de concatenar una familia de k curvas
de Bézier es necesario incluir las condiciones de continuidad y derivabilidad en los
puntos donde se concatenan los puntos de las curvas de Bézier. Asi que hay que

incluir las ecuaciones y
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Figura 3.15: Simulacién de un llenado.

3.6.2. Resultados de simulaciones.

La Figura[3.15|representa la simulacién de un llenado, en ese caso el molde es rectan-
gular y el inyector esta situado a la izquierda mientras que el vacio se coloca a la derecha.
En la parte central del rectangulo se ha colocado una zona con permeabilidad alta, co-
mo consecuencia de ello se producen cambios en el frente de avance. En este caso, la
simulacién del frente de avance se obtiene mediante elementos finitos.

Con el algoritmo BFD queremos calcular el frente de avance de forma continua me-
diante la unién de curvas de Bézier y actualizarlo con el campo de vectores velocidad
obtenidos mediante la técnica EP.

En la parte superior de la figura [3.16|tenemos el frente de avance obtenido al aplicar
BFD+EP superpuesto con el resultado de la simulacion numérica. En la parte inferior de
la figura[3.16]tenemos la edad del frente de avance y la forma de cada frente para esa edad,
representado a través del BFD+EP. La zona gris es la simulacion del frente de avance.
Las curvas de Bézier estdn superpuestas y representan el frente de avance parametrizado
de forma continua. Para evitar los posibles lazos el BFD+EP se ha computado con curvas
de Bézier de segundo orden.

Las ventajas que se obtienen al utilizar el BFD son dos principalmente: la primera es
que el frente se computa mediante una curva suave, flexible y continua como es la curva
de Bézier, la segunda es que también se obtiene la informacion del frente de avance en
funcioén de la edad de las particulas de la resina. Si se conoce la edad del frente se pueden
disefiar técnicas para mejorar el curado de la resina en el llenado.

Cuando se inyecta resina en el molde se inyectan dos tipo de componente: la resina y
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Figura 3.16: Frente de avance para la edad de las particulas representado mediante el BFD
con curvas de Bézier de segundo orden.
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un agente que actda para el curado de la resina. Al principio del llenado se suele inyectar
mads resina y menos agente para que no cure tan rapido, en cambio a medida que el molde
se va llenando hay que inyectar mds agente para que al final la resina cure de la misma
forma.

El objetivo es que el curado de la resina sea homogéneo, si se conoce previamente la
forma del curado es posible aplicar mas o menos calor en determinadas zonas en funcién
de la forma del frente. Por ejemplo, en geometrias complejas el llenado de un molde
no resulta tan sencillo porque se encuentran flujos de resina de diferentes edades y eso
provoca diferencias en cuanto al curado.

Para el estudio de la edad se introducen en cada instante de tiempo la familia de curvas
de Bézier concatenadas que evolucionan. La edad de cada una de ellas evoluciona con la
ecuacion

3.7. Introduccion de otra restriccion: BFD-A.

La ventaja de la formulacién del BFD es la posibilidad de introducir nuevas restriccio-
nes al problema. Con el objetivo de mejorar el BFD se introdujo una nueva restriccion que
relaciona el area encerrada entre dos curvas de Bézier en diferentes instantes de tiempo y
el caudal o cantidad de resina introducida en este intervalo de tiempo.

De esa forma la deformacion de las curvas de Bézier a través de los vectores velocidad
del flujo, verificarian la Ley de la Conservacion de la Masa. En consecuencia, la curva de
Bézier deformada no sélo incluye la informacion de los vectores velocidad si no que
ademas introduce la informacion del caudal de resina utilizado en ese intervalo de tiempo
concreto.

El algoritmo correspondiente a esta técnica se denomina:

Bézier Flow Front Deformation-Area, BFD-A.

3.7.1. Desarrollo matematico del algortimo BFD-A.

Para poder aplicar la restriccion hay que calcular el drea encerrada entre dos curvas
de Bézier, eso implica que hay que calcular el drea entre dos curvas definidas de forma
paramétrica.

Para calcular el valor del drea se va a utilizar el Corolario del Teorema de Green-
Riemann, ver apéndice [B] Teorema [5]y Corolario [6]

Este resultado, el corolario [6] se utiliza para calcular el drea encerrada entre dos cur-
vas de Bézier, ver figura En el algoritmo BFD-A estos resultados se utilizan para
calcular el area encerrada entre dos frentes de avance en diferentes instantes de tiempo.
Este valor se compara con el volumen o caudal de resina inyectado en este instante de
tiempo concreto.

Considerando el caso que se representa en la figura[3.17]y empleando el Corolario del
Teorema de Green-Riemmann junto con la definicion de integral curvilinea, (ver apéndice
Corolario[6]y definicién[12)) planteamos las siguientes parametrizaciones.
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Figura 3.17: Area entre dos curvas de Bézier.

1. By y B33 son curvas de Bézier concatenadas. En principio se han realizado los célcu-
los y las simulaciones utilizando dos curvas de Bézier de segundo orden.

2. B,y B4 son segmentos que unen los puntos R, con R3 y R4 con R respectivamente.

Considerando que 3 = 31 U3, U 33U B4, se desarrolla como sigue:

1
area(D)://DdA:/ﬁ—ydx:/o F(B(u))-B'(u)du=
= fﬁ1 —ydx+fﬂ2 —ya’x—f—fﬂ3 —ydx+fﬁ4 —ydx =

Jo =y1(u) X () du+ [y —y2(u) - xh () du+ fo —y3(u) -y (u)du+ fy —ya(u)-x,(u) du
(3.9)
Siendo las parametrizaciones de cada camino las siguientes:

1. B serd la concatenacioén de varias curvas de Bézier de orden n; y n, respectiva-
mente.

Para que las curvas sean inyectivas y no se produzcan lazos, se trabajard con curvas
de orden 2. Se van a concatenar dos curvas de Bézier, si se necesita concatenar mas,
tan solo habria que extender el resultado.
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Puesto que 3; es la concatenacion de dos curvas de Bézier, entonces lo podemos
denotar de la siguiente forma: B1=a; U ;.

ar(u) = (xp(u),y(u :nlpi n.' (1 — ) m=i) —
0= Gt = LR )1 -

=Po(1 —u)? +P2u(l —u) + Pou® = (3.10)

=Po(1 —2u+u?) +Py(2u —2u?) +Pou® =

= u?(Py—2P; +Py) +u(—2Py+2P;) +Py; u € [0, 1]

Siendo P; los puntos de control de la primera curva de Bézier.

De la forma en la que se ha construido el problema, Py = R;. La segunda curva,
concatenada con la primera tiene la siguiente expresion:

ar(u) = (x1(u),y1(u) = fQi (”f) w'(1—w)lmi) =
i=0

= Qo(1 —u)* + Q1 2u(1 —u) + Quu* = 3.11)
= Qo(1 —2u+u?)+ Qi (2u—2u?) + Quu? =

= u*(Qo —2Q1 +Q2) +u(—2Qo +2Q1) +Qo; u € [0, 1]
Siendo Q; los puntos de control de la segunda curva de Bézier.
Tal y como estéd construido el problema se cumple que: Q; = R, y puesto que o
esta concatenada con oy, entonces: Py = Q.
2. 3 es el segmento que une R, con R3.

B2 = (x2(u),y2(u)) =Ry +uR:Rs =Ry +u(R3 —Ry);u € [0,1] (3.12)

3. (33 esla union de dos curvas de Bézier concatenadas. Ademas es la curva de Bézier
modificada después de introducir los vectores en el algoritmo, es decir, que la ecua-
cion de estas curvas de Bézier se obtienen a partir de 31 perturbando los puntos de

control P; y Q; con un vector perturbacion s:l(l) y 552) respectivamente.

Asi pues B3 = S.(— a1 () USe(—aa(u))

Se(—au(w) = (x3(u),y3 () = Y (Pi+el") <"ll> Wi (1 — ) =) —

= (Po+e{") (1 —u)2+ P+ )2u(1 —u) + Py + &) u € [0,1]
(3.13)
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2

i=0

= (Qo+&)(1—u) + Qi +P)2u(1 —u)+ (Qu+ e )2 u e 0,1]

(3.14)
4. B4 es el segmento que une Ry con Ry.
—
Bs = (x4(u),y4(u)) = Ry + uR4R; =Ry +u(R; —Ry);u € [0,1] (3.15)
Los calculos que tenemos que hacer para las integrales son los siguientes:
Jg, —ydx = [o, —ydx+ [o, —ydx = [5 —y1x| (u)du+ Jy —yi} (1) du =
/2 1/3 1/6 P
=(p P P)| -1/3 0 1/3 P+
—-1/6 —1/3 —1/2 Py
1/2  1/3 1/6 o
+(Q% & )| -1/3 0 173 0 | =
-1/6 —1/3 —1/2 Q)
=P)T(-B-PY+Q)T(~B-QY
(3.16)

Siendo:

e Py el vector de las componentes x de los puntos de control de la primera curva
.

e Py el vector de las componentes y de los puntos de control de la primera curva
.

e Qy el vector de las componentes x de los puntos de control de la segunda
curva .

e Qy el vector de las componentes y de los puntos de control de la segunda

curva .
/2 1/3 1/6
e B=| —-1/3 0 1/3 |. La dimensién de esta matriz depende del
-1/6 —1/3 —1/2

orden de las curvas de Bézier, y va ligada directamente al nimero de puntos de
control. En este caso, puesto que las curvas de Bézier tienen orden 2, entonces
hay tres puntos de control y la matriz es de tamafio 3 * 3.
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—1

1
/ﬁ2 —ydx = /0 —y2(u)x, (u) du = T(R’zf —-R)- (Ré —I—R§) (3.17)

Siendo R, = Q, = (03, 0)) yR3 =0 —|—£2(2) — (05, 0)) + (852)’()‘),82(2)’@)),

Entonces:

9 1 o
/Bz Cydx= Qe - (2):)2).0)

Jo, =ydx = Js (caq) 7Y A [s (can) VA= = fs (o) 7YX~ s ay) VX =

/2 1/3 1/6 P4l

= — ( Pg—i—g(gl),x Pf‘f—{:‘](l),x P§+82(1)7x ) _1/3 0 1/3 Piy_’_gl(l),y
1/6 =173 =172 ) \ pry gl

12 1/3  1/6 0+l

_ ( Q6+£(§2),X Q)lf—i—gl(Z),x Q§+£§2)7x > _1/3 0 1/3 Q)lz +£](2),y

~1/6 —1/3 —1/2 0+

= (Py+ )T (=) (Py +017) + (Qy +X)T - (—B) - (Qy +¢)
(3.18)

I -1
/ Cydx= /O (s () du = = (RS — R) - (R} + ) (3.19)

4
Siendo: Ry =Py = (F,P)) y Ry =Py +el) = (B, P)) + (8(()1)7(?6),851)7@))_

Entonces:/ —ydx:pggél)»(x)+%8(gl),(x)£él),(y)
Ba

El valor del area, es la suma de las cuatro integrales anteriores, quedando de la si-
guiente forma:

area(D)://DdA:/ﬁ—ydx:

= (-DPEB(E) 4 (DB (DB

F(—1)QEBEDY) 1+ (—1)(e@X)TBQy + (—1)(e@X)TB(e@¥ )+

+(P0y€(§1)7()0+%gél)’(X)gél)(y))+(_Q§€2(2)7(X)_1 (2),(x) (2)7()’))
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Para terminar el planteamiento del problema tan sélo hay que afiadir una restriccion
mds al planteamiento original del BFD de forma que esa nueva restriccion sea:

At

grosor

area — caudal x =0. (3.21)

Si se construye de esta forma la restriccion, dimensionalmente serd correcta. Hay que

tener en cuenta que el caudal es volumen dividido por intervalo de tiempo, es decir, .

considerando que el grosor se considera constante, entonces no variard a medida que
transcurre el tiempo. Puesto que las unidades del 4rea son, [u?], entonces el caudal hay
que multiplicarlo por el intervalo de tiempo transcurrido entre la curva original de Bézier
y la modificada y luego dividirlo por el grosor del molde.

Con todo esto se construye una nueva funcion Lagrangiana L(e, A) a partir de la que
se ha construido en el BFD.

L(e,\) = L(e,\) + A(area(D) — caudal) (3.22)

Siendo L(e, ) la ecuacién[2.31]

El sistema se resuelve de la misma forma que en el capitulo [2] haciendo cero las
parciales como en la ecuacion Al afiadir una restriccién mds como consecuencia se
afiade una fila y columna mas a la matriz A que definiamos en la ecuacion |2.34

La desventaja del BFD-A es el tipo de sistema que se obtiene. Al afiadir la restriccion
del érea el sistema que se obtiene no es lineal y eso implica que para poder resolverlo
tenemos que aplicar métodos iterativos de resolucion de sistemas no lineales. El método
utilizado para resolver este sistema es: “trust region-dogleg”, ver [83]. El inconveniente
de estos métodos es el coste computacional puesto que es bastante elevado.

3.7.2. Resultados de simulacion del BFD-A.

Algunas de las simulaciones de este algoritmo las podemos ver en las siguientes figu-
ras: en la figura tenemos la prueba de que el algoritmo funciona utilizando vectores
paralelos y con la misma longitud, de forma que asi conocemos el valor real del 4rea
encerrada entre esas curvas de Bézier porque son rectangulos.

En la siguiente figura tenemos un ejemplo de la deformacion de dos curvas de
Bézier concatenadas cambiando el dngulo y la longitud de los vectores.

Por tltimo en la figura [3.20] tenemos la simulacién de un llenado en un molde rectan-
gular donde tenemos representada la evolucion de la edad del frente de la resina utilizando
seis curvas de Bézier de segundo orden en el algoritmo BFD-A.

3.8. Conclusiones.

El algoritmo BFD+EP simula el frente de avance de la resina mediante una curva
paramétrica continua, en este caso Bézier, y lo actualiza en cada instante de tiempo me-



98

Capitulo 3

40

35F

30F

25F

20F

15F

10F

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

Figura 3.18: Ejemplo 1 de la simulacién del BFD-A.
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Figura 3.19: Ejemplo 2 de la simulacién del BFD-A.
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Figura 3.20: Evolucidn de la edad del frente de avance de la resina con el algoritmo BFD-
A utilizando seis curvas de Bézier de segundo orden.

diante los vectores velocidad obtenidos a través de las técnicas de simulacion que nos
proporcionan los elementos finitos y la técnica EP.
Las ventajas al utilizar el algoritmo BFD+EP en los procesos LCM son:

I.

I1.

I11.

IV.

Puesto que las curvas de Bézier son curvas continuas que ademads son derivables e
integrables, permiten un andlisis mds profundo del frente de avance.

Es una alternativa continua al frente de avance calculado como un diente de sierra,
que es la representacion que se obtiene como consecuencia del uso de las técnicas
FEM, ver la figura

Como el frente de avance computado con el BFD se actualiza en cada instante de
tiempo mediante los vectores velocidad, ello permite conocer la edad de la evolu-
cién de la resina. Con esta informacién se permite analizar el comportamiento de
la resina dentro del fluido, ya que es importante poder desarrollar técnicas que nos
ofrezcan informacién del curado de la resina. Uno de los objetivos principales es
poder conseguir un curado de la resina en el molde de forma homogénea.

Reduccion dréstica de los nodos involucrados en la descripcion del frente de avance
cuando se aplican técnicas cldsicas de simulacion por elementos finitos.

La formulacién con la que se desarrolla el algoritmo BFD permite cambiar, afiadir o
quitar mds restricciones al algoritmo y con ello mejorar el resultado obtenido exigiendo
otras condiciones al problema.

Esa ventaja se plasma en el algoritmo BFD-A donde se incluye la informacién del
caudal de la resina que se inyecta en cada instante de tiempo. El objetivo del algoritmo
BFD-A es mejorar la solucién del frente de avance obtenida mediante el BFD.



100 Capitulo 3

El gran inconveniente es el sistema que se obtiene como consecuencia del célculo del
area de la region encerrada entre dos curvas de Bézier. El sistema obtenido es un sistema
no lineal y eso implica que no se puede resolver con la inversa de la matriz asociada al
sistema de ecuaciones. Como consecuencia de ello hay que aplicar un método iterativo
“trust region-dodleg” que se puede resolver con un software como el Matlab. Al recurrir
a un método iterativo provoca un aumento del coste de la CPU, asi que para futuras lineas
de investigacion hay que incluir la reduccién de este coste. En este caso por la forma en
la que se calcula el area de la region encerrada entre dos curvas de Bézier, no es posible
aplicar la formulacién basada en tensores que utilizamos en el algoritmo T-BSD.



Capitulo 4

Aplicacion del BSD en Roboética Movil:
BTD y T-BTD.

Tu tiempo es limitado, de modo que no lo
malgastes viviendo la vida de alguien distinto.
No quedes atrapado en el dogma, que es vivir

como otros piensan que deberias vivir. No dejes
que los ruidos de las opiniones de los demds
acallen tu propia voz interior. Y, lo que es mds
importante, ten el coraje para hacer lo que te
dice tu corazon y tu intuicion. Ellos ya saben de
algiin modo en qué quieres convertirte
realmente. Todo lo demds es secundario.

Steve Paul Jobs (1955-2011)

4.1. Introduccion.

En este capitulo se adapta de nuevo el BSD, pero en este caso el objetivo es poder
disefiar una trayectoria flexible para un robot moévil exigiendo que esté libre obstaculos.
Este algoritmo recibe el nombre de Bézier Trajectory Deformation, BTD. La citada tra-
yectoria debe tener en cuenta los cambios del entorno, fusionando el BTD con técnicas
de planificacion de caminos que utilizan métodos reactivos para que el robot mévil tenga
una navegacion segura.

El inconveniente del BTD esta en el niumero de curvas de Bézier utilizadas para ob-
tener una trayectoria lo mds precisa posible. A medida que el nimero Béziers aumenta,
también lo hace el tiempo de computo y de forma exponencial. Puesto que en robéti-
ca movil las decisiones han de tomarse lo més rapido posible puesto que se toman en
tiempo-real, los algoritmos deben ser tan eficientes, computacionalmente hablando, co-
mo se pueda. Por ello se ha utilizado una formulacidn basada en tensores y de esa forma
se ha reducido el coste de la CPU a lineal. Adaptando el T-BSD, visto en el capitulo

101
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a la robdtica movil. En este caso se denomina el algoritmo Tensor-Bézier Trajectory
Deformation, T-BTD.

Los resultados que aqui se han investigado se han publicado en: [70, [72-74] y en
revision estan [[69, 75]].

Las publicaciones [69, 73-735]] son las primeras publicaciones en robética donde apa-
rece el uso de tensores.

El presente capitulo estd organizado en diferentes secciones: en la seccion 4.2| se ha
realizado una pequefia introduccion a la robdtica para luego pasar a la seccion donde
se realiza un estado del arte del uso de las curvas paramétricas en la robdtica mévil;
en la seccion 4.4] se detallard con un breve resumen una de las técnicas mds utilizadas
en la evitacion de los obstaculos: los campos potenciales (Potential Field, PF). En la
seccion {.5]se desarrolla la adaptacion del BSD al BTD y la introduccion de los tensores
obteniendo el T-BTD, fusionando ambos con el PF; posteriormente en la seccion se
mostraran algunas simulaciones del algoritmo BTD, terminando con la seccién4.7|donde
se detallaran las conclusiones referentes a este capitulo.

4.2. Introduccion a la robotica.

El concepto de robot se remonta casi al principio de la civilizacién, donde los mitos
hablan de seres mecanicos dotados de vida. Durante varios siglos, se han intentado cons-
truir maquinas que imitan las tareas humanas asemejando estas maquinas a determinadas
partes del cuerpo humano. Por ejemplo, los antiguos egipcios unieron brazos mecéinicos
a las estatuas de sus dioses. En el caso de la civilizacion griega aparecen figuras que se
mueven mediante poleas y bombas hidraulicas que se usan para propdsitos estéticos y
artisticos.

La civilizacién drabe cubre el primero de estos puntos al concebir el robot como un
elemento para el confort del ser humano. Un ejemplo es la figura 4.1] es la Fuente del
Pavo Real. Un sencillo dispositivo que media el nivel del agua vertida en un recipiente de
forma que, al alcanzarse un cierto umbral, aparecia un autémata portando una pastilla de
jabén y, transcurrido un cierto tiempo, una toalla.

Durante el Renacimiento, los estudios de Leonardo da Vinci sobre anatomia del cuer-
po humano aportaron un valioso conocimiento a la hora de desarrollar la mecénica del
robot. El inicio de la robética actual puede fijarse en la industria textil del siglo XVIII,
cuando Joseph Jacquard inventa en 1801 una maquina textil programable mediante tarje-
tas perforadas. A finales del 1800 se empieza a contemplar de forma cientifica el concepto
de autonomia e inteligencia artificial, cuando Nikola Tesla se propone crear una maqui-
na capaz de tomar sus propias decisiones sin necesidad de un telecontrol. Luego con la
Revolucién Industrial se impulsaron el desarrollo de muchos agentes mecanicos.

La palabra robot se utiliz6 por primera vez en 1920 por el escritor checo Karel Capek,
en una obra llamada “Rossum’s Universal Robots”. Su trama trataba sobre un hombre
que fabric6 un robot y luego este ultimo mata al hombre. El término deriva de la palabra
checa robota, significa servidumbre o trabajo forzado. Cuando se tradujo al inglés se
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Figura 4.1: Robot en la antigua civilizacion arabe.

convirtié en el término robot.

La palabra robética fue utilizada por primera vez por el cientifico y escritor de ciencia
ficcion de origen ruso Isaac Asimov en 1942. Con él surgen las denominadas “Leyes de
la Robdtica”que son las siguientes:

I. Ley 0: Un robot no puede realizar ninguna accién, ni por inaccién permitir que
nadie la realice, que resulte perjudicial para la humanidad, aun cuando ello entre en
conflicto con las otras leyes.

1. Ley 1: Un robot no puede dafiar a un ser humano ni, por inaccién, permitir que éste
sea dafiado.

11I. Ley 2: Un robot debe obedecer las 6rdenes dadas por los seres humanos excepto
cuando estas 6rdenes entren en conflicto con las leyes anteriores.

IV. Ley 3: Un robot debe proteger su propia existencia hasta donde esta proteccion no
entre en conflicto con las leyes anteriores.

Son varios los factores que intervienen para que se desarrollen los primeros robots
en la década de los 50's. La investigacion en inteligencia artificial desarroll6 maneras
de emular el procesamiento de informacién humana con computadoras electronicas e in-
vent6 una variedad de mecanismos para probar sus teorias.

Los primeros robots industriales modernos se denominaron ‘Unimates” y se desarro-
llaron a finales de la década de los 50's y principios de los 60's ‘por George Devol y Joe
Engelberger. Estos robots “Unimate” se basan en la transferencia de articulos programa-
dos utilizando principios de control numérico para el control del manipulador. Ademas
fueron robots manejados hidraulicamente. En la figura tenemos una imagen de ese
tipo de robot.
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Figura 4.2: Primer robot industrial 1956 (Devol-Engelberger).

En 1961 un robot Unimate se instal6 en la Ford Motors Company para atender una
maquina de fundicién de troquel.

En 1966 Trallfa, una firma noruega, construy¢ e instal6 un robot de pintura por pulve-
rizacion.

A finales de la década de los 70's y principios de los 80's el desarrollo de los ro-
bots industriales tuvo un rapido desarrollo debido principalmente a grandes inversiones
desarrolladas por la industria automotriz.

En 1971 el ”Standford Arm”, un pequefio brazo de robot de accionamiento eléctrico,
se desarroll6 en la Standford University.

En 1978 se introdujo el robot PUMA para tareas de montaje por Unimation, basandose
en disefnos obtenidos en un estudio de la General Motors.

En la actualidad, la robdética se debate entre modelos sumamente ambiciosos, como
es el caso del IT, disefiado para expresar emociones, el COG, también conocido como
el robot de cuatro sentidos, el famoso SOUJOURNER o el LUNAR ROVER, vehiculo
de turismo con control remotos, y otros mucho mas especificos como el CYPHER, un
helicoptero robot de uso militar, el guardia de trafico japonés ANZEN TARO o los robots
mascotas de Sony.

En general la historia de la robdética la podemos clasificar en cinco generaciones: las
dos primeras, ya alcanzadas en los ochenta, incluian la gestién de tareas repetitivas con
autonomia muy limitada. La tercera generacion incluiria vision artificial, en lo cual se
ha avanzado mucho en los ochenta y noventa. La cuarta incluye movilidad avanzada en
exteriores e interiores y la quinta entraria en el dominio de la inteligencia artificial en lo
que se esta trabajando actualmente.

En la actualidad, el concepto de robética ha evolucionado hacia dos tipos de robots
claramente diferenciados dentro de la clasificacién holonémica. La holonomicidad es una
caracteristica que depende de la movilidad del robot.
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Para entender la citada clasificacion previamente necesitamos definir los grados de
libertad de un robot.

Grados de libertad (DOF): se dice que el nimero de grados de libertad de un robot
es el nimero de magnitudes que pueden variarse independientemente. El control est4 re-
lacionado con los grados de libertad. En general cada grado de libertad requiere de un
actuador (mecanismo real que genera el movimiento de los elementos del robot). Si dis-
ponemos de un actuador por cada DOF, diremos que todos los DOF son controlables.
Habitualmente existe un actuador por grado de libertad, pero no siempre es asi.

Con ello podemos clasificar los sistemas holondmicos y no holonémicos:

= Robots holonémicos: Diremos que un robot es holondémico si tiene los mismos gra-
dos de libertad efectivos que controlables. Por ello son robots formados por ligadu-
ras, como los brazos y manipuladores (robots de brazo o robots de ejes): encuentran
su aplicacion en la industria, para entornos, en general estructurados.

= Robots no-holonémicos: Un robot es no holonémico si tiene menos grados de
libertad controlables que nimero total de grados de libertad. La aplicacion de estos
robots estd en la industria, para el trasporte de materiales, en terrenos abruptos o
peligrosos para el ser humano.

En la figura .3] podemos ver la clasificacién graficamente.

Clasificacion

o
Robot Méviles - }

ﬂ- g Robot Manipuladores

RN

Figura 4.3: Clasificaciéon holonémica de los robots.

En [[106, 140, (159] se puede encontrar mas informacion acerca de la robdética.

Viendo esta pequefia introduccion sobre la robdtica y su historia, destacamos que un
robot mévil auténomo es aquel que es capaz de desenvolverse por si mismo en entornos
desconocidos y parcialmente cambiantes. Estos sistemas auténomos son capaces de ex-
traer informacion del medio en que desarrollan su actividad mediante sensores y pueden
alterar su comportamiento de forma dindmica de acuerdo a la informacion obtenida.
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El simple hecho de moverse desde una posicién inicial a una posicion final u objetivo
involucra multitud de tareas y cada una de ellas en si misma un campo de investigacion
dentro de la robdtica: evitacion de colisiones, fusion sensorial, generaciéon del mapa y
autolocalizacion, generacion de trayectorias, sistemas de control, etc. Uno de los topicos
anteriores mas investigados es la definicion de trayectorias o caminos y la evitacion de los
obstdculos.

En robdtica diferenciamos entre Trayectorias y Caminos.

I. Una trayectoria en el plano es una curva temporal para cada una de las coordenadas
sobre las que se debe realizar un control del robot (x(¢),y(t),6(¢)).

11. En cambio, un camino es una curva definida en el espacio cartesiano o de configu-
racion que debe seguir el robot sobre la que también se realiza control del mismo.
Sin embargo, en este caso no se tiene en cuenta el factor tiempo, C = (x,y, 0).

La diferencia entre el seguimiento de una trayectoria y de un camino esta en que en
el camino no se tiene en cuenta la variable tiempo y por tanto se busca en todo momento
un punto objetivo del camino, segtn la posicion real del robot. El inconveniente del robot
movil estd en la no colision con los obstaculos y més teniendo en cuenta que podemos
tener un entorno dindmico. Para el control de la trayectoria se debe replanificar en el
caso de que aparezca un obstaculo, y eso puede ser costoso. En cambio, si se utiliza un
seguimiento de caminos, se puede aumentar y disminuir la velocidad del robot mévil para
poder adelantar o dejar pasar el obstaculo. La principal dificultad reside en definir caminos
de forma paramétrica y calcular un punto objetivo.

Aprovechando el desarrollo del algoritmo BSD nuestro objetivo es poder utilizarlo y
adaptarlo para poder planificar una trayectoria (determinando dénde y cémo iremos de un
punto a otro). Para poder planificarlo se distinguen tres grandes tipos de tareas:

= Planificacién de trayectorias.
m Deteccion de colisiones.
m Evitacion de colisiones.

Teniendo en cuenta estas tres tareas principales, adaptaremos el algoritmo BSD para
que pueda ser utilizado en robdtica.

4.3. Generacion de trayectorias para la robética movil
mediante curvas paramétricas.
Ya hemos visto en la seccion anterior B.2] que predecir el movimiento de un robot es

muy importante. La idea radica en como conseguir una trayectoria adecuada. El simple
hecho de mover un robot mévil desde una posicién inicial (x;,y;, 6;) a una posicién final
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(Xg,Yg, 6g) de forma segura involucra muchos campos de investigacion. Todos estos cam-
pos de investigacion se deben combinar para poder generar una algoritmo que planifique
el movimiento del robot mévil de forma eficiente.

Muchos investigadores consideran que las curvas paramétricas son muy utiles para la
construccion de las trayectorias de los robots con ruedas. Esto es debido a las propiedades
ventajosas que tienen las curvas paramétricas para mejorar las trayectorias producidas
por la planificacién del camino. En el caso de las curvas de Bézier, las propiedades que
podemos destacar son:

I. La segunda derivada es continua: por lo tanto se genera una trayectoria suave.

11. Una curva de Bézier siempre pasa por el primer y dltimo punto de control: de esta
forma tenemos controlada la posicién inicial y final del robot.

111. Una curva de Bézier siempre estd contenida dentro de la envolvente convexa: asi se
puede planificar la trayectoria de forma mds eficiente y sin colisiones con los obstacu-
los puesto que tenemos controlada la curva en una determinada regién que es la
envolvente convexa.

1v. El célculo de la derivada es sencillo: con esto se puede controlar la orientacién del
robot mévil cuando estd controlado en la trayectoria planificada.

V. El comienzo y final de la curva es tangente al poligono de control correspondiente:
es tangente al vector de la diferencia Py — Pj en el primer punto de control y el
vector de la diferencia P,, — P, en el dltimo punto de control.

VI. Alta flexibilidad: la curva puede ser modificada libremente cambiando los puntos
de control. Nos permite manipular la trayectoria.

VII. La curva es un segmento recto si, y solo si, todos los puntos de control estdn alinea-
dos: la trayectoria 6ptima en principio es una linea recta, resulta sencillo obtenerla.

Las curvas paramétricas mds utilizadas en el campo de la rob6tica mévil son las B-
Splines, las NURBS, las Bézier y las Rational Bézier. En el apéndice @ estan las defini-
ciones correspondientes a estas curvas paramétricas mas utilizadas en el ambito CAGD
y en este caso la robotica mévil. La diferencia entre ellas estd en la complejidad de su
definicion. Las curvas de Bézier son las mas simples y poseen numerosas propiedades
matematicas que facilitan su manipulacion y anélisis.

Veamos las publicaciones més destacadas relacionadas con las curvas paramétricas y
la robdtica mévil.

4.3.1. Publicaciones de robotica relacionadas con el uso de las B-
Spline.
En 1989, en [94] incorporaron las curvas B-Splines en el disefio de la trayectoria.

En dicha publicacion afiadian segmentos para generar la trayectoria entera cerca de la
deseada. Esta trayectoria no pasaba a través de los puntos exactos.
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Mas tarde, en 1994, encontramos la publicacion [[162] donde vuelven a utilizar las
curvas B-Splines para la planificacién del camino pero afiadiendo una variable temporal.
En este caso, la velocidad del robot esta controlada por la misma B-Spline. El mismo afio,
encontramos otro articulo [[171] en el que simulaban una curva B-Spline con una trayecto-
ria fuzzy de control. En 1999, en el trabajo [S1] también utilizaban la curva B-Spline para
calcular la trayectoria del robot mévil. En este caso se generaban muchos puntos con una
spline y de esa forma permitian que el robot siguiese los puntos en forma de sucesion.
El mismo afio en [[170] consideraron las restricciones dindmicas y cinemaéticas basadas
en la planificacion de un camino utilizando curvas B-Spline para encontrar la trayectoria
temporal Optima en un entorno estético.

Posteriormente, en el afio 2007, aparecen publicados los siguientes articulos: [42-44].
En estos trabajos se desarrolla un método para resolver los problemas de la planificacién
de caminos utilizando Splines cubicas para evitar los obstaculos. Este método refina el
camino a seguir de forma iterativa para calcular un camino factible y por lo tanto poder
construir un camino libre de obstdculos en tiempo real cuando el entorno no es estructu-
rado.

En [44] se detalla como se implementa la planificacién del camino basada con B-
Splines. El uso de las Splines nos permite restringir los polinomios ya que la primera
derivada de P,---,P,_1 es continua a través de toda la frontera. Ademads, algunas restric-
ciones pueden forzarse en el primer y ultimo punto para forzar un valor particular de la
derivada. Estas caracteristicas de las Splines ofrecen muchas propiedades ventajosas para
planificar un camino adecuado. Si se impone un valor de la derivada, se puede generar un
camino empezando por una posicion y teniendo una direccion impuesta por el valor de la
derivada. Por lo tanto, se pueden generar e inicializar desde la posicion actual y direccion
del vehiculo. La primera derivada es proporcional a la direccion del vehiculo, entonces se
podria obtener una derivada no continua y como consecuencia un camino no factible para
ese tipo de vehiculo. Pero la segunda derivada es proporcional a la direccion del dngulo y
algunas discontinuidades podrian forzar que el vehiculo se pare en cada punto de control
para ajustar su direccion.

Las curvas B-Splines permiten una facil construccion de caminos suaves a través de
los puntos de control. Para poder evitar los obstaculos, introducen puntos de control cerca
de ellos y se desarrollan métodos para mover estos puntos de control lejos de los obstacu-
los y en zonas libres de ellos. Moviendo los puntos de control, podemos deformar la curva
para atravesar el entorno de forma segura.

Meétodos anteriores a éste, también trabajan con Splines para generar un camino suave
y ademds que evite los obstaculos [16, [144]. Pero estos métodos anteriores necesitan un
alto coste computacional para evaluar el camino entero. Ver la figura 4.4 como ejemplo
gréafico del algoritmo generado en [44]]. En [42] se analiza el tiempo computacional y la
viabilidad del algoritmo dado que se ejecuta con un método iterativo. Con las simulacio-
nes del método Monte Carlo indican un grado elevado de éxito para entornos complejos.
Ademads miden el running time que se incrementa con la complejidad del entorno. Por
ultimo, en [43]] se estudian los resultados experimentales del algoritmo.

El inconveniente de este algoritmo es su forma de computar la solucién porque para
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Figura 4.4: Iterativamente generan curvas suaves (azul) curvandolas alrededor de los
obstaculos hasta que se encuentra un camino libre de obsticulos (r0jo).

encontrar el camino libre de obstaculos recurre a un método iterativo que siempre aumen-
tard su tiempo de cdmputo respecto de otros algoritmos que no sean iterativos.

4.3.2. Publicaciones de robotica relacionadas con el uso de las NURBS.

Este tipo de curvas paramétricas se utilizan en la reconstruccion de trayectorias para
generar caminos suaves que aproximen el movimiento real del robot. En el capitulo [2] ya
se vieron publicaciones como la de [132] donde se destacan las ventajas y desventajas de
las curvas NURBS, haciendo un estudio detallado de sus propiedades. En articulos rela-
cionados dentro del &mbito de la robdtica, en [152] se destacan las propiedades ventajosas
de las NURBS para la planificacion de caminos tanto en el plano como en el espacio.

En otras publicaciones como [3-5] han estado trabajando con curvas NURBS para
aproximar o describir la trayectoria descrita por el brazo robot PUMA 560. Para obtener el
comportamiento del robot, utilizan el Programming by Demonstration (PbD), una buena
solucion para transferir de forma automatica el conocimiento de un humano a un robot.
La desventaja de este algoritmo radica en que esta trayectoria NURBS no garantiza la
evitacion de los obsticulos.

4.3.3. Publicaciones de robotica relacionadas con el uso de las Ratio-
nal Bézier (RBC).

En el articulo [116] se presenta una metodologia off-line para aproximar una Clotoide
(Integrales de Fresnel) a una RBC. Posteriormente y como continuacion de esta publica-
cién encontramos el articulo [115] donde se presenta un método para obtener trayectorias
en tiempo real con Clotoides. Para ello hay dos pasos: definir de forma off-line aproxi-
maciones de las Clotoides con curvas Rational Bézier (RBC) y generar caminos on-line
escalando, rotando y trasladando la formulacién previa que se ha realizado off-line. Una
de las ventajas de este método es la realizacion del célculo off-line, ya que eso reduce
considerablemente el tiempo de computo. En todo el proceso, los coeficientes de peso
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y puntos de control se mantienen invariantes. En este trabajo se garantiza que una RBC
tiene el mismo comportamiento que una Clotoide utilizando un bajo orden para la curva.

4.3.4. Publicaciones de robotica relacionadas con el uso de las Bézier.

Las primeras publicaciones relevantes en la robética utilizando curvas de Bézier se
publican en 1997 y 1998. Estos articulos, [82, 86], combinan la planificacion del camino
y el control reactivo para un robot mévil no-holonémico. En €l, se propone el concepto de
“Bubble Band” (camino de burbujas). Con una métrica apropiada se conectan las “bubles”
con curvas de Bézier generando una trayectoria. Estas “bubbles” son el mdximo espacio
libre que puede ser alcanzado en cualquier direccidn sin riesgo de colision. Esto es debi-
do a la propiedad de la envolvente convexa e implica que si los puntos de control estan
dentro de la “bubble”, entonces la aproximacion del camino estd dentro de la “bubble”.
El algoritmo descrito en esta publicacion estd implementado con un sistema llamado “Ki-
nan” (Kinematics Integrated in nonholonomic Autonomous Navigation). Un planificador,
utilizando un modelo del entorno, genera una trayectoria conectando las posiciones ini-
ciales y finales, y dicha trayectoria no necesariamente tiene que ser la adecuada. De esta
forma se pasa a un médulo de “bubble band”. En un primer paso, el algoritmo generado
para la “bubble band” genera una sucesion de bubbles conectando los dos extremos, re-
emplazando la trayectoria original, ver figura La banda generada se expone a las
fuerzas que hay en el entorno, ﬁgura@ Como consecuencia, la banda es modificada,
figura

Posteriormente a esta publicacion, en 2001 encontramos otra publicacién [61] relacio-
nada con este concepto de las “bubble band”. En este caso se parte de un mapa del entorno
estdtico y luego también el algoritmo se lleva a un entorno con obstaculos dindmicos. Otra
publicacion [[124]] de ese mismo afio utiliza también las curvas de Bézier para el algoritmo
que planifica el camino del robot de forma local. Inicialmente se genera un algoritmo que
planifique el camino utilizando la teoria GVG (Generalized Voronoi Graph) y luego se
deforma suavemente maximizando la evaluacion de una funcién definida en el articulo.
Los candidatos que se obtienen como un camino suave, se expresan con las curvas de
Bézier.

En el afio 2003 se publica [81] donde se presenta una nueva interface utilizando una
pantalla tactil para controlar el robot mévil, evitando los obstdculos en tiempo real. En
esta publicacion se desarrollan dos algoritmos: uno en el que se extraen una sucesion de
puntos importantes y un segundo algoritmo que genera una trayectoria utilizando curvas
de Bézier cibicas. En la figura.6| podemos ver un esquema de este algoritmo.

En 2007 encontramos el trabajo [146], en €l se desarrolla un algoritmo que contem-
pla la evitacién de colisiones cooperativa cuando se tienen varios robots moviles no-
holonémicos. Relacionados con esta publicacién anteriormente tenemos estos dos articu-
los [60, 99]. En [146] la evitacién cooperativa de colisiones se desarrolla considerando
que los robots estin cambiando su camino cooperativo para conseguir la posicién final.
Se desarrollan dos tareas: la primera es la planificacion del camino basada en Bézier para
cada robot de forma individual consiguiendo su posicion final, y la segunda es controlar
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(a) Primera creacién de la “bubble (b) “Bubble band” bajo las fuerzas.
band”.

(c) La deformaciéon de la “bub-
ble band” para evitar un obsticulo
mévil.

Figura 4.5: Imagenes de la publicaciones [82, 86]
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Figura 4.6: Esquema del algoritmo publicado en [81].
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Figura 4.7: Evitacion de los obstaculos basada en las curvas de Bézier.
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Figura 4.8: Simulacién de la trayectoria de vuelo.

la trayectoria para obtener un camino Optimo minimizando la funcién “penalty” (teniendo
en cuenta la suma de los tiempos maximos sujetos a las distancias entre los robots). En la
figura[4.7) tenemos un ejemplo de este algoritmo considerando dos robots méviles.

Relacionado con los UAVs (Unmanned Aerial Vehicle) y las curvas de Bézier 3D
estd el articulo [105] publicado en 2008. En esta publicacion se presenta un marco pre-
liminar que genera trayectorias en el espacio para multiples UAVs utilizando curvas de
Bézier. El algoritmo para poder generar las trayectorias se resuelve como un problema
de optimizacion restringida. En este caso, la funcion a optimizar penaliza una longitud
excesiva. El UAV debe utilizar el camino mads corto posible. Las restricciones son las dis-
tancias entre los multiples UAVs. El sistema no es lineal y se aplican métodos numéricos
para resolverlo. En la figura[d.§|tenemos un ejemplo de las trayectorias generadas con tres
UAVs.

Uno de los autores que recientemente tiene diferentes publicaciones relacionadas con
las trayectorias de robots moviles disefiadas a partir de curvas de Bézier es Choi et al.
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Figura 4.9: Rapidly-exploring random trees utilizando curvas de Bézier de orden siete. La
curva roja representa el camino final del arbol.

Algunas de las publicaciones que podemos encontrar incluida su Tesis Doctoral son: [31-
39]. En muchas de ellas, plantea un problema de optimizacién restringida donde la fun-
cién a optimizar es la curvatura de la curva de Bézier.

Finalmente, también podemos encontrar este articulo [[125]] donde se presenta una me-
todologia basada en la variacion del Rapidly-exploring Random Trees (RRTs) que genera
trayectorias adecuadas para vehiculos auténomos con restricciones holonémicas en entor-
nos con obstaculos. Este algoritmo estd basado en el uso de curvas de Bézier de séptimo
orden que conectan los vértices del arbol. De esa forma, se generan caminos que no violan
la restriccion principal cinemaética del vehiculo. La suavidad de la aceleracion del camino
entero estd garantizada al controlar los valores de la curvatura de los puntos extremos
de cada curva de Bézier que compone el arbol. El algoritmo propuesto proporciona una
rapida convergencia al resultado final. Ademas se reduce el nimero de vértices del arbol
porque el método permite las conexiones entre los vértices del drbol con un rango ilimi-
tado. Las propiedades de las curvas de Bézier de séptimo orden también se utilizan para
evitar los obstaculos estaticos en el entorno. Esta técnica se simul6 con un pequefio UAV:
aqVS, desarrollado en la Universidad Federal de Minas Gerais (Brasil). En la figura
tenemos un ejemplo de una simulacién de este articulo.

Realizado este estudio exhaustivo del uso de las curvas paramétricas, queda constancia
de su importancia en el disefio de trayectorias de un robot mévil. Hay que destacar las
curvas de Bézier por la simplicidad de su definicién y su ficil manejo y manipulacién.

No s6lo es importante definir la trayectoria del robot sino que ademas tiene que evitar
los obstaculos del entorno. En consecuencia, la trayectoria inicial debe ser modificada en
tiempo real para que el robot movil evite los posibles obstaculos dindmicos con los que
se encuentre.

Con el algoritmo BSD definido en el capitulo 2| se tiene la posibilidad de deformar
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una curva de Bézier a través de un campo de vectores. Gracias a la construccion del BSD
permite emplearlo en la robdtica mévil. Tan sélo hay que introducir el pardmetro tempo-
ral en la Bézier para transformarlo en trayectoria y conseguir un campo de vectores que
modifique la trayectoria inicial. Es en este momento cuando entran en juego los métodos
reactivos o campos potenciales que generan caminos para el robot libres de obstaculos.
En estos métodos el movimiento del robot viene determinado por fuerzas repulsivas aso-
ciadas a los obstaculos y fuerzas atractivas hacia la posicion final del robot movil.

En la siguente seccién [4.4] de este capitulo se van a detallar el uso de los Campos
Potenciales o métodos reactivos, Potential Field (PF).

4.4. Campos Potenciales: PF y PFP.

El algoritmo BSD necesita una técnica que genere una trayectoria inicial y un campo
de vectores que la modifiquen cuando se detecte un obstaculo en el entorno. El objetivo es
generar una nueva trayectoria libre de obstaculos. Para ello se puede utilizar cualquiera de
las técnicas de Campos Potenciales Artificiales (PF) que se utilizan para la planificacion
de caminos libre de obstaculos.

Estos métodos PF son muy populares en el disefio de movimientos (path planning)
por su sencillez y por la rapidez de los calculos implicados, lo que hace que sean ade-
cuados para aplicaciones de navegacion autonoma en tiempo real. La idea imaginaria de
fuerzas actuando sobre un robot fue sugerida por Andrews and Hogan [11] en 1983 y
Khatib [87] en 1985, [93]. Estos métodos reactivos generan una respuesta rapida ante
los posibles cambios que nos podemos encontrar en el entorno. La primera técnica que
podemos encontrar es el método de Campos Potenciales Artificiales, desarrollada en la
publicacion [87].

Esta técnica de planificaciéon de movimientos, representa al robot como una particula
bajo la influencia de un campo artificial cuyas variaciones locales reflejan la estructura del
espacio libre de obstaculos. La funcién potencial habitualmente se define como la suma
de dos campos potenciales: uno atractivo, que atrae al robot hacia el destino final y uno
repulsivo que empuja al robot lejos de los obsticulos. Se realiza de forma iterativa, [[118]].
En la figura[d.10|podemos ver los posibles campos o fuerzas que se generan en los objetos
que encontramos en una superficie por la que se movera el robot mévil.

Para utilizar el algoritmo BSD se ha aplicado una de las dltimas y novedosas técnicas
de los campos potenciales descrito en [118-121] denominada la Propagacion del Campo
Potencial (Potential Field Projection, PFP).

Este método estd basado en la combinacion de los métodos cldsico PF [87] y los filtros
de Kalman multifrecuencia (Multi-rate Kalman filters, MKF) [134,[155]].

El PFP modifica la técnica de Campos Potenciales Artificiales en su definicion del
potencial para incluir las trayectorias futuras tanto del robot como de los obsticulos, me-
diante la incorporacién de filtros de Kalman multifrecuencia y la utilizacién de modelos
esféricos para modelar los objetos asi como la incertidumbre asociada a su movimiento,
que deriva de la utilizacion de la estimacion antes mencionada. La prediccion de trayec-
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Figura 4.10: Posibles campos potenciales generados por los diferentes objetos de una
superficie.

torias mediante filtros de Kalman multifrecuencia supone considerar la cinemética en la
evitacion de obstdculos asi como la informacién multifrecuencia proporcionada por los
sensores (que suelen trabajar a distintos periodos).

El resultado es un campo potencial que guia al robot hacia el destino evitando la coli-
sion con obstaculos fijos y moviles. Las ventajas de esta técnica frente a otras existentes
radican en que se considera el movimiento futuro de los objetos (si son mdviles) y se
utiliza la incertidumbre derivada de la prediccion de las trayectorias de los mismos para
obtener un volumen donde es probable que se encuentre el objeto en cada momento. Este
volumen de incertidumbre se emplea, asimismo, en el calculo del campo potencial dando
como resultado unos vectores de desplazamiento donde deberia de posicionarse el robot
en cada instante de tiempo para conseguir una posicion segura.

Con el PFP se genera la prediccion de unos puntos discretos en un horizonte de pre-
diccion T, para el robot teniendo en cuenta su modelo cinemaético y las fuerzas atractivas
generadas por el campo potencial en el momento presente (j = 0) y los instantes futuros
(j > 0). Ademas se predicen las trayectorias de los obstaculos, en ellos se generan fuerzas
repulsivas que se aplican sobre el robot movil para evitar que colisione con los obstaculos.

El modelo cinemadtico de segundo orden se ha utilizado para modelar el movimiento
del robot y de los obsticulos, ecuacion {.1] y d.2] Donde T es el periodo de control o
estimacién, el vector x € R* es el estado a estimar en el instante j-th (j € [0,---,T,/T])
y estd compuesto por las posiciones (x,y) y la velocidades (vy,vy) en el plano de coorde-
nadas XY y la entrada de control es el objeto de la aceleracién (ay,a,). Las ecuaciones
y .2\ corresponden a la representacion del espacio lineal del estado donde u € R?
son las entradas de control, z € R? es la medida de los sensores, w € R* es el ruido del
proceso y v € R? es la medida del ruido del proceso. Por otra parte, D € R**4 E € R**?
y F € R?*# son las matrices de representacién del sistema lineal en el espacio de estados.
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La prediccion de las posiciones futuras y sus incertidumbres son obtenidas de las
ecuaciones de prediccion del filtro de Kalman multifrecuencia {4.4| para cada objeto en
el entorno, donde X € R* es el vector del estado estimado, S € R**4 es la varianza del
error de estimacién, K € R**? es la ganancia de Kalman y Q € R*** y R € R>** son,
respectivamente, las varianzas de los ruidos de proceso y de medida.

Xj+1:D-Xj+E-llj+Wj 423)

zZj= F-x itV ’
La funcién delta A modifica la expresion de la ganancia de Kalman indicando la presencia
(matriz A unidad ) o la ausencia (matriz A nula) de medidas en un instante particular
de estimacion j. Las predicciones de las posiciones futuras se obtienen al imponer las

matrices A nulas para instantes futuros, no se pueden obtener como medidas.

Xj1/;=D-X;/;+E-u;

Sj+1/;=D-8;,;-D"+Q
K;=S;/;1-C"-[C-S;/;_1-CT +R|7"-A; (4.4)
Xj/j =1+ K [2; - C-Xj) 4]

Sj/j=Sj/j-1—K;j-C-Sj;

La prediccién de las posiciones y sus incertidumbres se utilizan en el cdlculo del campo
potencial U;(X) = U, j(X) 4+ Upep, j(X) que guiard al robot a la posicién final evitando los
obstaculos del entorno. Este campo potencial estd compuesto por una componente atrac-
tiva Uy, j(X) que va ligada a la posicién final y una componente repulsiva U, j(X) que
se genera al detectar los obstaculos y sus incertidumbres, que estdn consideradas como
areas restringidas para la planificacion del camino. Ambas componentes estdn definidas
en [121] incluso en los instantes de tiempo sin medida del entorno (j > 0). Estos campos
potenciales generan fuerzas en cada instante de tiempo de prediccion j. Por otra parte, el
campo de fuerzas atractivas Fy; j(X) = —VU, j(X) se transforman en aceleraciones por
el modelo dindmico de particula y, de esta forma, estdn considerados entradas de con-
trol en el ciclo de prediccion del filtro de Kalman multifrecuencia porque las fuerzas
atractivas tiene la estructura de un controlador PD. Por lo tanto, se obtiene un conjunto
de posiciones de prediccion que conducirdn al robot hacia la posicion final si no hubiese
ningun obstaculo.
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Figura 4.11: Trayectoria del robot atraiada por la posicion final y con las fuerzas repul-
sivas evitando los obstdculos.

Por otra parte, esta prediccion se modifica teniendo en cuenta las fuerzas repulsivas
Frep j(X) = —=VUp, j(x). Enla ﬁguratenemos un ejemplo del campo de fuerzas que
se genera en el obstaculo y el punto final u objetivo del robot mévil. Podemos observar co-
mo el robot tiene que modificar su trayectoria original para no colisionar con el obstaculo
del entorno.

4.5. Deformacion de las trayectorias mediante vectores
de repulsion: BTD y T-BTD.

En la robdtica movil se han observado dos problemas o necesidades principales a la
hora de planificar el camino de un robot movil, estas necesidades son:

= En primer lugar, la necesidad de definir inicialmente la trayectoria de un robot mévil
a través una curva continua, suave y facil de manipular. En los capitulos anteriores
se ha visto que las propiedades de las curvas paramétricas reunen estas condiciones
para poder representar la trayectoria a través de alguna de las curvas mds utilizadas
en CAGD.

= En segundo lugar, la posibilidad de modificar esa trayectoria inicial puesto que
las condiciones del entorno para el robot moévil varian y se puede encontrar con
obstaculos dindmicos.
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El algoritmo BSD proporciona la posibilidad de definir la trayectoria del robot mévil
a través de una curva de Bézier y luego poder manipularla mediante las fuerzas repulsivas
obtenidas con uno de los métodos de los PF.

De esta forma definiremos el llamado Bézier Trajectory Deformation, BTD.

El conjunto de los puntos discretos, obtenidos a través de cualquiera de las técnicas
PF, que forman parte de la prediccion de posiciones, son considerados como los Puntos
Iniciales, S;, que necesitamos en la curva de Bézier original, ver seccion

Los Puntos Iniciales formaran parte de la trayectoria de referencia para el algorit-
mo BTD. Posteriormente, el conjunto de fuerzas repulsivas obtenidas mediante el PF se
transformaran en desplazamientos mediante el modelo dindmico de particula, y de esa
forma el BTD modificara la trayectoria Bézier original obteniendo la trayectoria Bézier
modificada libre de obstaculos. Con ello obtendremos el algoritmo fusionado BTD+PF.
En la figura|4.12| podemos ver un esquema del algoritmo fusionado.

La reduccién del tiempo de computo del algoritmo BTD se consigue introduciendo
el uso de tensores en el algoritmo, desarrollando en este caso el Tensor-Bézier Trajectory
Deformation, T-BTD. La solucién que se obtiene con el T-BTD es la misma que con el
BTD, pero utilizando un coste computacional considerablemente inferior, visto ya en la
seccion Esto proporciona una gran ventaja y es poder aumentar la precision de la tra-
yectoria obtenida ya que podemos aumentar el uso de curvas de Bézier concatenadas y el
coste computacional tan s6lo crecerd de forma lineal, evitando el crecimiento exponencial
que se consigue con el BTD.

En la siguiente seccidon vamos a adaptar el BSD al BTD para posteriormente detallar
la fusion BTD+PF.

4.5.1. Adaptacion del BSD al BTD.

1. Definicion de la trayectoria Bézier y su orden.

Una curva de Bézier tiene un parametro intrinseco, u, que es no dimensional, ver
definicion 2.1] Uno de los objetivos de este capitulo es que la curva Bézier repre-
sente la trayectoria de un robot. Para ello el parametro intrinseco debe ser definido
como una variable temporal. De esa forma se asocia la posicion de cada curva (posi-
cién del robot) con un instante de tiempo u € [ug, uy], donde ug y uy representan los
tiempos iniciales y finales de la trayectoria. La definicién de la trayectoria Bézier
es:

a(u) = iPi “Bi (1) ;u € [ug, uy] 4.5)
i=0

Siendo n el orden, P; los puntos de control y B; ,(u) las Bases de Bernstein que se
definen como sigue,

Binw) = (") (Z=2) (X)) 0,1, n (4.6)
' 1 ur—uo up—uo
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PFP: Horizonte de prediccién de
posiciones =2 Puntos iniciales S; de &3

la trayectoria Bézier inicial

y

BTD: Calcula la trayectoria Bézier inicial

v

PFP detecta obstaculos, genera fuerzas
repulsivas: Puntos Objetivos T7;

v

Las fuerzas (vectores) se introducen en
el BTD

v

BTD genera la trayectoria Bézier
deformada libre obstaculos

y

Seguir la trayectoria deformada
durante un intervalo de tiempo

v

Figura 4.12: Esquema del algoritmo BTD+PF.
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Como la trayectoria Bézier no debe tener lazos, figura|2.19] el orden de las Béziers
debe ser cuadratico como ya justificamos en la seccién[2.2]

Esa trayectoria Bézier inicial se modificard evitando los obstdculos mdviles del
entorno: el algoritmo BSD se adapta para ser BTD, modificando la posicién de los
puntos de control desde una posicidn inicial a la nueva, que es la que impondra el
algoritmo de evitacion de obsticulos (en este caso el PFP).

El desplazamiento de cada punto de control P; se denota como ¢;, de forma que el
vector € = [y, - - - , &) es el desplazamiento de todos los puntos de control que defi-
nen la trayectoria Bézier. Como vimos en el capitulo[2]en la ecuacién [2.5]se definia
la curva de Bézier modificada, en el algoritmo BTD se define la nueva trayectoria
Bézier modificada, S¢(a(u)), como sigue:

n

Se(a(u)) = Z‘()(P,- +&;) Bin(u);u € [ug,ugs] 4.7)

En consecuencia, la funcién a optimizar que se utilizard para resolver el problema
se define de forma andloga a la vista en tan sélo hay que cambiar el intervalo
de la integral,

min [ S+(au) — aw) B du (4.8)

Esta funcién objetivo minimizara los cambios de la forma de la trayectoria Bézier
inicial: minimiza la distancia entre la trayectoria Bézier original y la trayectoria
Bézier modificada. Esta definicién es adecuada para robots moviles holénomos ya
que la trayectoria original ha sido generada mediante un planificador de trayectorias
y partimos de que la trayectoria original ya es Optima.

. Numero de curvas de Bézier.

Hay que recordar que en el capitulo [2| se estudié la necesidad de concatenar un
numero de curvas de Bézier porque dichas curvas presentan un inconveniente al
aumentar el orden. Puesto que es necesario obtener la trayectoria Bézier de forma
completa debemos concatenar un conjunto k de curvas de Bézier. Consecuentemen-
te se cambia la funcion a optimizar definida previamente en 4.8 tal y como sigue,

m1n Z/ 1S (ot (1)) — oy (u)||3 du 4.9)

E

Siendo:

= oy cada curva de Bézier ().

» Sc(ay) lacurva (/) deformada de Bézier.
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. [w 0

Uy Uy ] instante inicial y final de la trayectoria Bézier correspondiente a la
curva (/).

= Elvectore () representa el conjunto de perturbaciones de los puntos de control
de la curva modificada (7).

Paral <[ <k.

Observacion 5. El niimero de curvas de Bézier que se van a utilizar para calcular
la trayectoria Bézier tiene que ser igual al niimero de fuerzas repulsivas que se
generan con las técnicas PF. Se coloca un vector por curva de Bézier puesto que
su orden es cuadrdtico.

4.5.2. Fusion del algoritmo BTD y las técnicas PF, en particular PFP:
BTD+PFP.

1. Calculo de los puntos de control a partir del horizonte de prediccion que se
genera con el PFP.

Los puntos de control estdn distribuidos de forma uniforme a lo largo de todo el
horizonte de prediccion que se genera al aplicar el método PFP. El modelo desa-
rrollado es para robots holonémicos. Por ello, la prediccion de las posiciones futuras
estd situada en una linea recta. Los puntos de control se van a calcular a través de

la siguiente tabla[4.1]

2. Localizacion de la fuerza de repulsion sobre la curva de Bézier.

Como los puntos de control estan distribuidos de forma uniforme, habia que decidir
un criterio para colocar las fuerzas de repulsion, obtenidas mediante el PFP, en la
curva de Bézier. El criterio elegido es colocar cada vector en la mitad de la curva
de Bézier excepto en la primera y ultima curva donde el vector se colocard en el
primer y dltimo punto respectivamente. En la figura[d.13|tenemos un ejemplo donde
podemos observar una linea recta que representaria la prediccion de la trayectoria
optima del robot mévil obtenida con el algoritmo PFP. Ademads, los puntos de
control necesarios para obtener las curvas de Bézier se visualizan con circulos rojos.
Las fuerzas repulsivas se colocan en las posiciones adecuadas de la prediccion de
la trayectoria. En este ejemplo grafico hay ocho puntos del horizonte de prediccion,
con lo que hay ocho curvas de Bézier.

3. Transformacion de la union de Béziers en una trayectoria del robot mévil.

Para transformar una curva de Bézier en una trayectoria hay que tener en cuen-
ta el instante de tiempo en el que el robot llega a su posicion. Para ello se cam-
bia el pardmetro intrinseco y se introduce el pardmetro temporal, esta conversion
estd desarrollada en la férmula [4.5] Si seguimos con el ejemplo de la figura .13
generamos la siguiente tabla con los instantes de tiempo inicial y final en se-
gundos.
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’ Puntos de Control de la primera curva

\ Puntos de Control de la segunda Curva ‘

PV —x(1) P —pl"
~ | ~ ~ | —~
P = R(1) + - (X(2) —X(1)) P =R(2)+ - (R(3) ~%(2))
~ 2 . 1
PV —x(1)+ S (®2)-%(1) P =p{ 4 5 P —sz))
] Puntos de Control para la j-curva,3 < j<k—2

2
-,

P —x())

P =S(j— 1)+ (R())—%(—1))

’ Puntos de Control de la pentltima curva

\ Puntos de Control de la ultima curva

Py =%(k—2) +%-(§(k— 1)=x(k=2)) | pl=pll

) Lo - -
PV =Rk 1) 4 5 R(0) R (k- 1)) P =R(k— 1)+ 5 R0 —R(k—1)
(k=1) _ pk=1) 1 [(5k=1) glk-1) P(k):ﬁ(k)
P —p Vg (P —pfY) 2

Cuadro 4.1: Célculo de los puntos de control a partir del horizonte de prediccién, X es el

vector del horizonte de prediccion que genera la prediccion de la trayectoria futura 'y P

es el punto de control i-ésimo de la curva j-ésima.

Curva Tiempo inicial (seg.) | Tiempo final (seg.)
Primeracurvak=1 | up=0 ur=1,33
Segunda curva k=2 | ug = 1,33 ur=3
Terceracurvak=3 | uy=3 ur=>5
Cuartacurva k =4 up=>5 ur="17

Quinta curva k =5 uyg =717 ur="9

Sexta curvak =6 up=9 up=11

Séptima curvak =7 | up =11 ur=12,66

Octava curva k = 8 uy = 12,66 ur=14

Cuadro 4.2: Los tiempos iniciales y finales de cada curva.

()

i
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Figura 4.13: Puntos de control y predicciones futuras de la trayectoria Bézier.

4. Remuestreo de la trayectoria deformada.

Utilizando las definiciones vistas anteriormente, la unidén de las curvas de Bézier
se transforma en una trayectoria continua. Sin embargo, el robot y en particular el
bucle de control necesita posiciones discretas en cada instante de tiempo. Para poder
generar el proceso del remuestreo se genera una polilinea. En el eje X de la polilinea
se representa el tiempo acumulado y en el eje Y se representa el pardmetro intrinseco
acumulado. Utilizando la polilinea, el proceso de remuestreo es sencillo. Tomando
valores en el eje X homogéneamente distribuidos (con un periodo de remuestreo 7°)
se calcula su imagen a través de la polilinea y se obtiene un nimero real. La parte
entera de este nimero real corresponde al nimero de la curva. La parte decimal de
este nimero real pertenece al pardmetro intrinseco de esta curva. En la figura[4.14]
estd representada la polilinea correspondiente al remuestreo para la tabla 4.2 y el
ejemplo visto en la figura[d.13]

La representacion del remuestreo para la concatenacion de ocho curvas de Bézier
se representa en la figura Siendo:

= El asterisco azul que hay sobre la linea recta, representa el remuestreo del
parametro intrinseco en el horizonte de prediccion de la trayectoria Bézier
inicial.

= [a curvaroja representa la trayectoria Bézier modificada mediante las fuerzas
repulsivas asociadas a cada prediccion de la posicion inicial.
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LT

Accumulated intrinsic parameter

-1 1 L L 1 1 L

0 2 4 6 =] 10 12 14
Accumulated time in each cunve

Figura 4.14: La polilinea utilizada para el remuestreo utilizando ocho curvas de Bézier.

= El cuadrado azul que hay sobre la curva de Bézier deformada es el remuestreo
del pardmetro intrinseco en la trayectoria Bézier deformada.

Una vez hemos visto la transformacién del algoritmo BSD en BTD y su fusién con la
técnica PFP, generando el BTD+PFP, pasemos a estudiar ahora el significado de todas
las restricciones vistas en el problema de optimizacion restringida que se desarroll6 en el
capitulo

El significado de cada restriccion para una trayectoria Bézier en el algoritmo BTD:

1. El robot movil debe ser guiado por una trayectoria libre de colisiones.

Esta restriccion se incluye ya que en la primera condicién que veiamos en el capitu-
lo [2| en la ecuacion se imponia que la curva modificada de Bézier pasase
a través de los Puntos Finales. En este caso, la trayectoria Bézier modificada de-
be pasar por los citados Puntos. En consecuencia, el robot no colisionard con los
obstaculos detectados en el entorno. Los vectores que unen los Puntos Iniciales
y Finales son los campos de fuerzas repulsivas obtenidas mediante el PFP. En la
ecuacion tenemos como se expresa esa restriccion cuando tenemos definida la
trayectoria Bézier.

: 0 0
Y Y AT = 5c(ou(u)) (4.10)

2. La trayectoria del robot debe ser una trayectoria suave.

Esta condicion también se cumple ya que en el algoritmo BTD hay una restriccion
que impone continuidad y derivabilidad en los puntos donde se concatenan las cur-
vas. Dicha restriccidn se estudi6 en el capitulo[2en las ecuaciones y Para
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Figura 4.15: La deformacién de ocho curvas de Bézier concatenadas.
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la trayectoria Bézier estas restricciones se expresan con las siguientes ecuaciones

AITy@.12]

L 0 Se(euu) = Se(uaa (")) (“.11)
Z 0 S<(ef () =S e (g ) @.12)

3. Como consecuencia de aplicar el algoritmo PFP, se debe asegurar la continui-
dad entre las posiciones presentes y la prediccion de las posiciones futuras.

Esta restriccion se incluye en la definicién del BTD ya que se mantiene la tangencia
entre la trayectoria Bézier original y la trayectoria Bézier deformada en el instante
inicial y final de la trayectoria completa. Esta restriccion en el capitulo[2] se expresa
con las siguientes ecuaciones y 2.12] En el caso de la trayectoria Bézier se
definen en

(A (uy) = Se (e (uy ) + (el = Selen ) @13)

4.5.3. Introduccion de los tensores en el BTD: T-BTD.

El algoritmo BTD+PFP tiene un coste computacional bajo, pero es cierto que crece de
forma exponencial a medida que se concatenan mds curvas de Bézier para poder generar
la trayectoria. El hecho de concatenar mas o menos curvas es directamente proporcional
a la precision requerida para la trayectoria Bézier. Cuanto mds precisa sea la trayectoria,
mas curvas de Bézier vamos a requerir.

Puesto que el coste computacional en robdética es un punto critico, una forma de redu-
cirlo es adaptar el T-BSD, definido en el capitulo 2, al T-BTD (Zensor-Bézier Trajectory
Deformation), de esa forma el algoritmo se reformula con una notacién basada en ten-
sores y con ello se reduce de forma considerable el tiempo de computo. Hay que tener
en cuenta la definicién de la trayectoria Bézier, que conlleva un cambio en el parame-
tro intrinseco. Este cambio debe reflejarse en la ecuacion del algoritmo T-BSD para
poder adaptarse al algoritmo T-BTD.

En el capitulo 2l hemos visto la figura[2.25] En esa figura se observa como al aumentar
el nimero de curvas de Bézier que se concatenan el tiempo de computo se incrementa de
forma exponencial, es decir, que tenemos un orden de operaciones O(nf ). Al formular el
algoritmo con tensores el comportamiento se reduce a lineal, O(fn).

La solucién que se obtiene con el BTD y el T-BTD es la misma. En el caso del T-BTD
la matriz del sistema lineal obtenido para calcular la perturbacion de los puntos de control
que hardn que se deforme la trayectoria original, se construye de forma mas eficiente al
basar su notacion en tensores. La diferencia sustancial del tiempo de computo entre el
BTD y el T-BTD esta en la construccion de la matriz y en consecuencia en su forma de
operar.
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4.6. Resultados de Simulacion.

El algoritmo BTD se valida mediante una simulacién implementada con el Matlab
para poder visualizar el comportamiento del robot cuando se fusiona el algoritmo BTD
con el PFP, es decir, se emplea el BTD+PFP. En la parte izquierda de la figura se
representa un escenario 2D con cinco obstdculos mdviles (en amarillo) y un robot moévil
(en azul). Los obstdculos siguen una trayectoria lineal (dada por su modelo cinemético)
yendo de lado a lado del entorno, simulando un rebote en una mesa de billar. Los circulos
representados en el robot y los obstaculos, son las incertidumbres de la predicciéon de
la trayectoria. Cuando los obstaculos se acercan al robot, empieza a evitarlos con una
maniobra suave basada en el BTD, que modifica su trayectoria inicial (dada por el PFP)
y que guia al robot a su posicion final sin colisionar con los obstaculos. Si no se detectan
obstdculos en el entorno, entonces el BTD transforma la prediccion de la trayectoria en
una trayectoria Bézier que serd la mas apropiada para la navegacion del robot dadas las
propiedades de las curvas de Bézier.

Ademads, en esta figura podemos ver como se representa la trayectoria que debe
seguir el robot para llegar a las posiciones finales (goal) 1 y 2 evitando los obstaculos en el
entorno en diferentes instantes de tiempo de simulacion. En la secuencia de figuras de la
derecha que se muestran en la figura podemos observar los detalles de la trayectoria
del robot en determinados instantes especificos de tiempo en la imagen correspondiente
de la figura de la izquierda. En la figura tenemos otro ejemplo, pero en este caso
encontramos quince obstdculos dindmicos en el entorno.

4.7. Conclusiones.

En este capitulo se ha disefiado una trayectoria con una curva paramétrica, lo que he-
mos llamado trayectoria Bézier. Se ha generado a partir de un planificador de caminos
mediante una de las técnicas de los Campos Potenciales (PF). Los PF planifican el ca-
mino del robot libre de obstaculos. Al fusionar el algoritmo BTD con PF, obteniendo
BTD+PF, se produce una mejora de los Campos Potenciales puesto que el camino que se
describe mediante una cantidad de puntos discretos que son las predicciones futuras del
robot, con el BTD se representard mediante una Bézier suave y continua. Ademas de re-
presentar la trayectoria inicial del robot, el algoritmo BTD+PFP permite la deformacion
de la trayectoria Bézier inicial.

Hemos visto a lo largo del presente capitulo que existen muchas publicaciones para
generar trayectorias de forma continua utilizando curvas paramétricas. También existen
muchas publicaciones que planifican el camino del robot mediante Campos Potenciales
y es uno de los métodos mas utilizados para la evitacion de los obsticulos de los robots
moviles. Para conocimiento del autor, es la primera vez que se fusionan ambas meto-
dologias porque hasta ahora cuando se representaba una trayectoria mediante una curva
paramétrica no se habia desarrollado el algoritmo que la deformase mediante vectores.

Como consecuencia de ello se obtiene la trayectoria del robot movil de forma con-
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Figura 4.16: Instantdneas de la trayectoria del robot (imdgenes de la izquierda) obtenidas
al aplicar el algoritmo BTD+PFP en un entorno con cinco obstidculos méviles. En la parte
de la derecha se muestran un zoom de la trayectoria del robot de su respectiva imagen de

la izquierda.
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Figura 4.17: Imagen andloga a la figura[4.16 pero con quince obstéculos.
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tinua con una curva Bézier, que por sus propiedades permite una sencilla manipulacion.
Por lo tanto, la trayectoria es modificada en tiempo real para que el robot mévil pueda
navegar en un entorno dinimico donde se pueden encontrar muchos obstaculos méviles y
no colisione con ellos.

Ademads de generar una trayectoria Bézier y modificarla a través de vectores con el
BTD, se ha introducido el uso de tensores en el algoritmo. En el capitulo 2| ya vimos la
importancia de los tensores para reducir el tiempo de computo en los algoritmos y ademas
en los ultimos afios se ha utilizado en diferentes dmbitos. Pero todavia no se ha utilizado el
algebra tensorial para algoritmos relacionados con la roboética. Al introducir los tensores
en el algoritmo BTD se ha generado el algoritmo T-BTD. El coste computacional del
BTD era exponencial a medida que aumentaba el nimero de curvas de Bézier que se
concatenaban para generar la trayectoria Bézier. Con el T-BTD el comportamiento del
tiempo de computo es lineal. Asi pues se ha mejorado considerablemente el algoritmo al
tener la posibilidad de concatenar muchas curvas de Bézier, ya que eso implica obtener
una trayectoria mucho mds precisa.
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Conclusiones y Trabajos Futuros.

La posibilidad de realizar un suefio es lo que
hace que la vida sea interesante.

Paulo Coelho (1947-?)

Este es el dltimo capitulo de esta Memoria y ahora es el momento de agrupar las
principales conclusiones y de enumerar las principales aportaciones que se han ido co-
mentando a lo largo de todo el documento. Este capitulo estard organizado de la siguiente
forma, un primer punto donde se resuman las conclusiones y se indiquen las principales
aportaciones, y un segundo punto donde se resuman las lineas futuras de investigacion
que quedan abiertas a partir de este primer trabajo.

5.1. Conclusiones y principales aportaciones de la Tesis
Doctoral.

El objetivo principal de esta Tesis estaba en la biisqueda de soluciones a problemas
abiertos en dos dmbitos de la ingenieria: la robdtica mévil y los procesos LCM. Se han
desarrollado soluciones para estos problemas mediante técnicas o algoritmos matemati-
cos. En un principio se ha desarrollado un algoritmo que deforma curvas de Bézier me-
diante vectores: el Bézier Shape Deformation, BSD. Ademas de desarrollar el BSD se ha
fusionado con las técnicas de elementos finitos y seguimiento de particulas que se apli-
can en los procesos LCM y en la parte de la robética se ha fusionado con los métodos
reactivos que se aplican para la planificacion de caminos libres de obsticulos.

En cuanto a los procesos LCM, el objetivo es poder representar el frente de avance de
la resina con una curva continua a medida que se llena el molde. Ademds de ser capaz
de poder calcular dicho frente, hay que poder actualizar su informacién en cada instante
de tiempo, es decir, que el frente de avance se deforma o se modifica a medida que el
molde se llena. Por la forma en la que esta definido y desarrollado el BSD permite esta
actualizacion. Tener esa informacion es vital en los llenados de moldes para la mejora del
proceso.
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Por otra parte en la robdética, la planificacién de la trayectoria de un robot mévil es
uno de los problemas mads investigados en este campo. Hay diversas formas de abordar
esta planificacion porque hay que tener en cuenta que hay que definir una trayectoria lo
suficientemente flexible como para permitirle al robot libertad de movimiento, entendien-
do con ello que se puedan producir cambios en su trayectoria, como por ejemplo que el
robot tenga que girar. Hay que tener varios factores en cuenta, entre ellos uno de los mas
importantes es que el entorno de un robot mévil en principio puede ser cambiante, eso
implica que pueda encontrarse con obstaculos dindmicos que le impidan continuar con
su trayectoria inicial. El algoritmo BSD contempla dos factores importantes: el disefio
de una trayectoria flexible, suave, continua y f4cil de manipular; y la evitacion de los
obstaculos, es decir, que la trayectoria inicial se cambiard cuando el robot se cruce o se
vaya a encontrar con uno o varios obstaculos.

En la presente Memoria se ha podido comprobar como ambos dmbitos son muy ac-
tivos en cuanto a investigacion se refiere, asi que con estos algoritmos se ha intentado
mejorar los ya existentes introduciendo técnicas no utilizadas anteriormente. En el ca-
so de los procesos LCM, son los primeros trabajos que representan el frente de avance
mediante una curva paramétrica facilmente manipulable. Por otra parte, en el caso de la
robdtica mévil por primera vez se combina el uso de los Campos Potenciales con el uso
de las curvas paramétricas para la simulacién de la trayectoria del robot mévil. Es cierto
que existen muchas publicaciones referentes a los Campos Potenciales y al disefio de tra-
yectorias con curvas paramétricas, pero en ningin caso (para conocimiento del autor) se
habia fusionado hasta el momento.

Los tensores vienen siendo utilizados en diferentes ambitos de la investigacion para
la reduccion del coste numérico de muchos algoritmos. En la industria poder tomar de-
cisiones lo mas rapidas posibles supone mejorar el rendimiento y eso conlleva beneficios
econdmicos. Para mejorar el tiempo de computo del algoritmo desarrollado, se ha utili-
zado una formulacién basada en tensores mejora de esta forma la respuesta on-line de la
deformacion de la curva paramétrica. Ademads con los tensores se ha logrado demostrar
que la solucion obtenida es un minimo tal y como se pretendia.

En el capitulo |l veiamos la figura Esta figura nos ayuda a resumir las principales
aportaciones de esta Memoria diferénciandolas en:

= Aportaciones transversales al ambito CAGD vy al del dlgebra tensorial.

= Aportaciones verticales en la robotica moévil y el llenado de moldes LCM.

5.1.1. Aportaciones Transversales: CAGD y Tensores.

e Desarrollo de una técnica que deforma una familia de curvas concatenadas de
Bézier mediante vectores, el algoritmo BSD. Este algoritmo esta formulado y cons-
truido con una notacién tradicional.

e Utilizar una formulacién basada en tensores para el algoritmo BSD. De esta forma
es la primera vez que se desarrolla un algoritmo que computa la deformacion de una
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curva de Bézier mediante vectores basando su notacion en dlgebra tensorial. Dicho
algoritmo se denomina el T-BSD. Con €l se consigue: reduccién del tiempo de
computo, clasificacion del punto estacionario de la funcion Lagrangiana mediante
la minimizacion convexa y una notacién mds compacta que permite aumentar la
dimension de las curvas de Bézier para un futuro.

5.1.2. Aportaciones verticales: Robética y LCM.

e Fusionar el algoritmo BSD con las técnicas de elementos finitos y de seguimiento
de particulas para poder calcular y actualizar el frente de avance en el llenado de
moldes de resina mediante una curva paramétrica continua. El llamado algoritmo
BFD.

e Desarrollar un algoritmo para mejorar la representacion y actualizacién del frente
de avance de la resina introduciendo la informacién del caudal de resina inyectada
en el molde en cada instante de tiempo. El llamado algoritmo BFD-A.

e Fusionar el algoritmo BSD con los algoritmos de los Campos Potenciales para
la evitacion de obstaculos, de esa forma se genera la trayectoria de un robot mévil
mediante una curva paramétrica y ademds es modificada para que no colisione con
los obstaculos moéviles del entorno dindmico. El denominado algoritmo BTD.

e La introduccién de los tensores en el algoritmo BTD, definiendo asi el T-BTD.
Con ello se consigue una trayectoria mas precisa.

Las publicaciones relacionadas con esta Tesis Doctoral son: [70-74,/117] y en revisién
estan las publicaciones [69, 73].

La investigacién que se ha llevado a cabo ha sido financiada por los siguientes pro-
yectos de investigacion:

e Proyecto “Frabricacion avanzada de composites moldeados con resinas liquidas
mediante técnicas de vision artificial”, financiado por el Gobierno Espafiol.

e Proyecto “Caracterizacion y aplicacion de nanoparticulas magnéticas en el con-
trol de llenado de moldes de composites con resinas liquidas”, financiado por la
Universidad Cardenal Herrera CEU.

e Proyecto “Técnicas CAD/CAM avanzadas para la fabriacion y produccién auto-
matizada (TRAYELASTICA)”, financiado por la Generalitat Valenciana.

5.2. Lineas futuras de investigacion.

Terminando esta Tesis Doctoral es momento de poner un punto y seguido a la inves-
tigacion ahora mismo iniciada. Ahora es cuando se empiezan abrir nuevas puertas para
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continuar con los problemas ya iniciados y resueltos. Asi pues se va a seguir en esta
actividad investigadora ya iniciada con esta Memoria.

Las lineas futuras de investigacion que surgen al finalizar esta Tesis las podemos di-
ferenciar en cuanto a mejoras en si del algoritmo BSD y T-BSD, o en cuanto a mejoras
de sus respectivas aplicaciones: BFD, BFD-A, BTD y T-BTD. Por ello, lo podemos di-
ferenciar entre:

= Lineas futuras transversales en CAGD y tensores: mejoras del BSD y T-BSD.
= Lineas futuras verticales en LCM: mejoras del BFD y BFD-A.

= Lineas futuras verticales en Robdética: mejoras del BTD y T-BTD.

5.2.1. Lineas futuras transversales.

Los trabajos futuros que surgen a partir del algoritmo BSD y T-BSD se pueden subdi-
vidir en los siguientes grupos:

» Laintroduccion de nuevas restricciones en el BSD.

Introducir nuevas restricciones o cambiar la funcién que se optimiza en el problema
va a ir ligado al tipo de aplicacién que se le dé para conseguir una mejora sustan-
cial de la solucién obtenida en la aplicacion. En el capitulo [3] se ha visto un caso
concreto de como introducir una restriccion mas al problema, viendo sus ventajas e
inconvenientes. En cuanto a la posibilidad de cambiar la funcién a optimizar se pue-
de ver desde varios enfoques, o bien porque el problema pretende minimizar otro
factor, como por ejemplo la curvatura, o bien porque se quiere calcular la distancia
entre las dos curvas paramétricas Bézier de forma diferente. En la publicacion [2]
podemos ver otra forma de calcular la distancia entre dos curvas de Bézier, en este
caso utilizando la métrica Hausdorff.

= [a deformacion de otro tipo de curvas paramétricas.

Con la curva de Bézier se ha obtenido el objetivo deseado, que es la deformacion
de una curva paramétrica a través de vectores y con Bézier se ha conseguido ob-
tener la solucidon adecuada para las correspondientes aplicaciones. Sin embargo,
queda abierto la posibilidad de desarrollar el algoritmo de forma andloga al BSD
pero con otro tipo de curva paramétrica. Hay que estudiar si la forma de definir las
otras curvas paramétricas permiten deformar la curva de otra forma, por ejemplo,
deformando de forma local en vez de forma global. O también la posibilidad de
introducir una curva racional que permitiria deformar la curva no sélo modificando
los puntos de control si no modificando también los pesos. Por ejemplo, en la figura
[2.13] se observa la diferencia entre modificar los pesos y modificar los puntos de
control.
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Para ello habré que tener en cuenta dos factores principalmente: la expresion de la
curva (debe ser sencilla para poder desarrollar todos los célculos) y el tiempo de
computo (debe ser el minimo posible).

Por ejemplo, en la publicacion [135]] se computa la deformacién de un caso particu-
lar de una B-Spline de forma anéloga. Se trabaja con una uniforme B-Spline porque
en su definicion no se utilizan bases recurrentes, que lo més probable es que genere
inconvenientes en los cdlculos necesarios para obtener la perturbacion de los puntos
de control.

» Trabajar la inyectividad de las curvas de Bézier.

El problema que surge en las curvas de Bézier e incluso en otras curvas paramétricas
son las geometrias no deseadas: lazos, ctispides o puntos de inflexion. Ya se vio en
el capitulo [2| que estas geometrias se deben a la posicion de los puntos de control
en el plano. Como consecuencia, el algoritmo BSD estd desarrollado con curvas
de Bézier cuadraticas. Subir el orden de las Béziers es otro objetivo para obtener
mads libertad en la deformacién e incluso reducir el nimero de curvas a concatenar,
pero para ello hay que estudiar la forma de conseguir que la curva de Bézier sea
inyectiva.

5.2.2. Lineas futuras verticales: LCM.

En cuanto a las lineas futuras en el ambito de los procesos LCM podemos dividirlos
en los siguientes puntos:

= Generalizacién del algoritmo BFD y BFD-A.

El objetivo de formular un algoritmo mdas generalizado radica en poder simular
el frente de avance mediante curvas de Bézier para cualquier tipo de molde, por
ejemplo, teniendo un obsticulo en su interior, ver la figura[5.1] En este tipo de casos
hay que tener en cuenta que el frente de avance Bézier tiene que intersectar con los
obstdculos, asi que habria que contemplar la interseccién para poder representar
el frente cuando el molde consta de obstaculos. En definitiva, hay que disefar el
algoritmo para que sea mas general y abarque todos los casos posibles.

= Mejora del coste computacional del algoritmo BFD-A.

El algoritmo BFD-A resuelve un sistema de ecuaciones no lineal, esto provoca un
aumento del coste de la CPU, por ello hay que buscar soluciones para reducirlo. O
bien se mejora la forma de resolverlo, o bien se cambia la forma de calcular el area
de la zona encerrada entre las dos curvas de Bézier. Tal y como estd calculada el
area provoca una no linealidad del sistema de ecuaciones. En consecuencia, no se
puede aplicar una formulacion basada en tensores y reducir de esta forma el tiempo
de computo.
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Figura 5.1: Simulacién del llenado de un molde con obstéaculos.
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Figura 5.2: Simulacién del llenado 2.5D.

= Desarrollar el BFD para superficies de Bézier.

Si el BFD estuviese desarrollado para superficies, en el caso de los procesos LCM
ganariamos una ventaja porque se podria aplicar el algoritmo con modelos 2.5D. De
esa forma se considera que el frente de avance de la resina no es una curva plana, si
no que es una superficie porque tiene un grosor determinado, mirar la figura[3.4] en
ese caso, el frente de avance no es una curva, es una superficie.

Al deformar una superficie de Bézier conseguiriamos actualizar el frente de avance
en los modelos 2.5D, ver figura[5.2]

En el capitulo [2| ya se ha visto que existen trabajos que deforman también las su-
perficies paramétricas. Generalizar el algoritmo BSD a superficies no resulta com-
plicado porque tan sélo se trata de desarrollar el algoritmo de forma anédloga pero
afiadiendo un pardmetro intrinseco més. En la ecuacién [5.1] tenemos la definicién
de una superficie de Bézier y en la imagen [5.3] podemos ver un ejemplo de una
superficie de Bézier. Para conseguir el BSD para superficies habria que calcular las
perturbaciones de los puntos de control que vemos en esta imagen.

m n

r(u,v) = Z Z P; iBi n(u)B;,(v) (u,v) € [0,1] x [0,1] (5.1)

i=0 j=0
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Figura 5.3: Ejemplo de una Superficie de Bézier.

= Mejora de los elementos finitos a través del BFD.

Cuando se aplican las técnicas de elementos finitos es necesario mallar el dominio.
Representar el frente de avance y actualizarlo a través del BFD mejora la informa-
cion y precision del frente. Es por ello que se permitiria una mallado menos fino y
consecuentemente una mejora de las técnicas de elementos finitos.

m Introduccidon de los tensores en el BFD.

Aligual que los tensores se han introducido para el &mbito de la robética queda pen-
diente el uso de los tensores para los procesos LCM. De esta forma, se generard el
algoritmo T-BFD.

5.2.3. Lineas futuras verticales: Robdtica.

Si nos vamos al drea de la robdtica podemos sugerir los siguientes trabajos futuros a
raiz de esta primera investigacion:

= Mejora del algoritmo BTD y T-BTD.

Cuando se habla de mejora se entiende como la posibilidad de poder introducir
otros factores importantes para el robot que no se han tenido en cuenta en el caso
del BTD y T-BTD. Como por ejemplo, el estudio de la curvatura de la curva que
ello permite un giro mas seguro del robot movil.

El problema de optimizacion tal y como esta planteado nos permite la opcion de
poder introducir o eliminar restricciones al problema. Ademds también se podria
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estudiar poder cambiar la funcién a optimizar en el problema porque de esa for-
ma se cambiaria deformacion de la trayectoria Bézier, siempre buscando la mayor
precision posible y la trayectoria 6ptima para el robot.

Definir el algoritmo BTD y T-BTD para tres dimensiones.

Otra de las lineas futuras de investigacion relacionadas con este capitulo es poder
llevar este algoritmo a trayectorias en tres dimensiones de forma que se disefie una
trayectoria en el espacio que evite obstaculos también. Este tipo de trayectorias en
3D se pueden aplicar en los UAV (Unmanned Aerial Vehicle), figura [5.4], o un
brazo robot, figura[5.5]

detection radar
Ry(#.7)

obstacles

radlar to avoid

G LTS,

Figura 5.4: Ejemplo de la posible trayectoria de un UAV.

s

e

Figura 5.5: Ejemplo de la posible trayectoria de un brazo robot.

Una de las ventajas de la formulacién del BTD basada en tensores es que permite
el aumento de dimensién de forma sencilla. De echo la formulacién del T-BTD
estd preparada para utilizar o bien dimension dos o tres. El inconveniente estd en
la definicion de la distancia entre dos curvas que no estdn contenidas en un plano.
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Como trabajo futuro se plantea el definir de forma adecuada la funcién objetivo
correspondiente.

= Introduccién de los tensores en los algoritmos del &mbito de la robdética.

El uso de los tensores que en las ultimas decddas estdn siendo introducidos en mu-
chos de los algoritmos con problemas numéricos porque se trabaja con espacios de
grandes dimensiones, no esta siendo utilizado todavia en la robética mévil (para co-
nocimiento del autor). Las publicaciones [/3, /4] son las primeras al respecto que
formulan un algoritmo basado en tensores. Ademds estdn en proceso de revision
estas otras publicaciones [69, [75].

Esto abre las puertas a poder tensorizar muchos de los algoritmos ya existentes con
el objetivo principal de poder reducir su tiempo de computo al igual que se ha reali-
zado en el BTD. Nuestro primer objetivo es introducir los tensores en alguna de las
técnicas de Campos Potenciales que se pueden fusionar con el BTD. Al combinar
ambos algoritmos si estdn los dos con una formulacién basada en tensores logra-
remos una reduccion considerable del coste computacional. En consecuencia estas
mejoras abririan las puertas a la posibilidad de aplicar el algoritmo en escenarios
realistas saturados a obstaculos.
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Apéndice A

Curvas Parameétricas.

A.1. Definicion de las curvas paramétricas mas utilizadas
en CAGD.

I Curvas de Bézier racionales (RBC).

Hay tres tipos de cénicas irreducibles, hipérbola, pardbola y elipse, ver [A.T]

Las pardbolas se pueden parametrizar mediante funciones polinomiales, en cambio
para poder parametrizar una hipérbola o una elipse se necesitan funciones racionales.
Por ello, es necesario introducir las curvas de Bézier racionales. Su definicion es la
siguiente:

i (l)l'Pl'BiJl(I/l)
) —yy (I | (A.1)

Z a),-B,-’n(u)
i=0

Donde P; son los puntos de control, B; ,(«) son las Bases de Bernstein y ®; pesos

<R, i U.ﬂbﬁ =
CIRCLE

/ Ty, @ xc& RPN (\ >
ELLIPSE PARABOLA HYPERBOLA

Figura A.1: Secciones conicas.
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asociados a cada punto de control. Al introducir el peso se introduce otra forma de
poder obtener la modificacion de la curva.

II Curvas B-Splines.

Las B-Splines son curvas polinémicas por trozos continuamente diferenciables hasta
un orden prescrito. El nombre Spline es una palabra que en inglés significa "liston
elastico”. Estos listones eran usados por artesanos para crear curvas, que describen
superficies a construir, como cascos de barcos y fuselajes de aviones. Constrefidos
por pesos, estos listones eldsticos o splines asumen una forma que minimiza su
energia elastica.

Las curvas B-Splines se desarrollan para poder solucionar las limitaciones de las
curvas de Bézier: necesidad de un control local de la curva, laboriosidad requerida
para poder imponer una continuidad del tipo C? y de hecho de que el nimero de
puntos de control de una curva de Bézier impone su grado.

De forma andloga a la definicion de las curvas de Bézier, las curvas B-Splines se
pueden expresar como una combinacion afin de ciertos puntos de control P;. La de-
finicién de una curva B-Spline de grado k (u orden k + 1) la podemos ver en

u)=Y P;i-Ni(u) (A.2)
i—0

donde los N son funciones polindmicas por trozos con soporte finito de orden k
(grado k — 1, se anulan fuera de un intervalo finito) y satisfacen ciertas condiciones de
continuidad. Cada una de estas funciones se puede calcular empleando las formulas
recursivas de Cox-de Boor. Para introducir una relacién de recurrencia para definir
los B-Splines, se considera por simplicidad una secuencia (a;) doblemente infinita de
nodos simples tales que a; < a;11 para todo i. Entonces los B-Splines N; , se definen
a través de la siguiente relacion de recurrencia.

1 siu€laj,aitr)
N;o(u) = A3
1’0( ) 0 en caso contrario (A-3)

t —_ .
donde N; 4 (u) = i —_—

+k—1— Ait+k — Ai+1
La figura[A.2] muestra algunos B-Splines de grado 0, 1 y 2.

IIT Curvas NURBS (Non uniform Rational B-Splines). Al igual que se han obtenido
las curvas racionales de Bézier a partir de las curvas de Bézier, andlogamente se
obtienen las curvas racionales B-Splines. Las curvas NURBS se definen en |A.4]
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Figura A.2: Algunos B-Splines de grado 0,1 y 2

i P, ;N i (u)
o(u) = =

== (A.4)
Z (D,'Ni,k(u)
i=0

Informacidn maés detallada de las curvas y superficies paramétricas las podemos encontrar
en los diferentes libros, como por ejemplo: [S7, 110, 129} 137].

A.2. Estado del arte de las curvas paramétricas.

El afio pasado 2011 se celebro el 30 aniversario del uso de las curvas y superficies
NURBS para el modelado en 3D de su uso en la industria. En agosto de 1981 un esta-
dounidense de aeronaves Boeing propuso la utilizacién de las NURBS. Hoy casi 30 afios
mads tarde, es casi imposible encontrar un disefo asistido por ordenador, CAD (Computer
Aided Design) que no sea compatible con las NURBS.

Los estudios de modelado geométrico en 3D comenzaron como parte de la manu-
factura asistida por ordenador, CAM (Computer-Aided Manufacturing), en vez de como
parte de un CAD. Habia diversos grupos de investigacion que estudiaban los principios
de los objetos de modelado en 3D. Los principales clientes de este tipo de estudios eran
empresas aeroespaciales y empresas de la automocion.

El modelo de Citroén DS que se muestra en la figura[A.3] (de 1955 a 1975) se convir-
tié en un icono de todos los tiempos. Su fabricacion requiere de diferentes y complejas
técnicas matemdticas. Uno de los primeros investigadores que inicia los estudios en este
campo es el francés Paul de Casteljau, un ingeniero que trabajaba para Citroén. Los re-
sultados de la investigacion de Casteljau fueron publicados en 1974, pero en realidad el
estudio estaba terminado en el afio 1959.

Pierre Bézier al principio de los afios 1960 estaba desarrollando el sistema UNISURF
para disefar superficies de los coches de Renault, €l fue el que entendi6 lo importante que
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Figura A.3: Citroén DS.

es controlar la forma de las curvas o de las superficies desde dentro. Pierre Bézier que era
uno de los representantes de la tradicién matemaética francesa, era muy consciente de las
obras de Charles Hermite (matematico francés del siglo XIX). En particular, las curvas
cubicas que llevan su nombre. La curva de Hermite es una representacion geométrica de
una curva cubica utilizando puntos finales y vectores tangentes. La forma de una curva
de Hermite puede ser controlada mediante la variacion de las direcciones del vector y
tamafios, ver la figura[A.4]

Bézier no contento con las curvas de Hermite porque s6lo podia modificar su conducta
desde los puntos inicial o final, disefi6 las curvas de Bézier. Estas curvas se pueden mo-
dificar, cambiando puntos intermedios, los llamados puntos de control, ver la definicion
[2.1] Una curva de Bézier independientemente de su orden siempre pasar por el primer y
ultimo punto de control. Ademds la curva es tangente al primer poligono de control que
une el primer punto de control con el segundo, y esa misma tangencia ocurre en el tltimo
punto de control, ver la figura[A.5] En dicha figura se muestran distintas curvas de Bézier
donde se pueden observar estas propiedades. Ademas,las curvas de Bézier siempre que-
dan incluidas dentro de la envolvente convexa definida con los poligonos de control que
unen los puntos de control que la definen.

Bézier publico ese trabajo en 1962, pero cuando Citroén vio sus estudios doce afos
después se dieron cuenta que Paul Casteljau tenia conocimientos de estas curvas al menos
tres afios antes. Casteljau calculaba las curvas de Bézier de forma constructiva y dicho
algoritmo fue nombrado como el algoritmo De Casteljau.

Forrest en 1972 encontré conexidn entre las curvas de Bézier y los polinomios de
Bernstein. El fue el que demostré que las curvas de Bézier se representan como una com-
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'

Figura A.4: Una familia de curvas Hermite

)]

Figura A.5: Diferentes curvas de Bézier.



146 Apéndice A

binacién de polinomios de Bernstein. Esto permitié estudiar las propiedades de las curvas
de Bézier con las propiedades de bases de Bernstein.

A pesar de lo ventajosas que resultan ser las curvas de Bézier, hay un par de propie-
dades que restringen su aplicacidon. La primera es que las curvas de Bézier no pueden
representar de forma exacta las secciones conicas, por ejemplo, un arco circular. La se-
gunda es el grado algebraico de una curva de Bézier, ya que dicho grado se incrementa
en funcion de los puntos de control. Subir el grado complica mas los calculos. Para com-
batir el problema del grado algebraico, mateméticamente se soluciona construyendo una
curva a partir de segmentos, es decir, a partir de trozos, de forma que limitamos el grado.
Este tipo de curvas se denominan Splines. La primera referencia de este tipo de curvas la
hizo Isaac Schoenberg en 1946, un matematico americano de origen rumano. M4s tarde,
matematicos como Carl de Boor y Cox en 1972 establecieron conexiones entre la forma
geométrica de una curva compuesta por trozos y un método algebraico para su definicion.

De esta forma quedaron definidas las curvas B-Splines que son una generalizacion de
las curvas de Bézier porque se definen utilizando también unos puntos de referencia o
puntos de control, pero la ventaja es que su grado algebraico no depende del nimero de
puntos de control.

La definicion de la curva B-Spline es similar a la curva Bézier, pero en vez de ser
combinacién lineal de las bases de Bernstein es combinacion de unas funciones que se
definen de forma recursiva y que reciben el nombre de funciones mezcla.

En 1975 Versprille, un estudiante de doctorado de la Universidad de Syracusa [[163]]
propuso las curvas Non-Uniform Rational B-Splines o NURBS. Este tipo de curvas ge-
neralizaba las curvas B-Splines y las curvas Bézier. Las curvas NURBS ganaron ripi-
damente popularidad y fueron incorporadas dentro de muchos programas comerciales de
modelado [132]. Las curvas NURBS tienen diferentes propiedades atractivas. Dichas pro-
piedades ofrecen una formulacion unificada no sélo para representar curvas o superficies
con forma libre sino también para representar cOnicas, cuddricas y superficies de revolu-
cién. Ajustando los puntos de control o manipulando los pesos asociados a cada punto de
control, se pueden disefar diferentes formas utilizando las curvas o superficies NURBS
[55,156} 130,130, 131} 133, [154].

En los articulos [13, [153]] podemos observar como se destaca la importancia de las
curvas NURBS. Uno de los primeros factores que remarcan su importancia es que ofre-
cen una representacion matematica general para objetos con una geometria analitica y
para aquellos con una forma libre. Manipular las curvas o superficies NURBS modifican-
do tanto los puntos de control como los pesos permite obtener una diferente variedad de
formas geométricas. Los célculos con las curvas o superficies NURBS se pueden hacer
con bastante rapidez y son numéricamente estables. Las NURBS tienen una sencilla in-
terpretacion geométrica que es muy util para los disefiadores con buenos conocimientos
de la geometria. Ademas constan de muchas herramientas (la insercion de knots, aumento
del grado, etc.) que se pueden utilizar para crear y analizar estos objetos, [132].

Al mismo tiempo, se pueden encontrar algunas desventajas, como por ejemplo, se re-
quiere mds memoria. Cuando se representa un circulo con una curva NURBS se necesitan
siete puntos de referencia y diez knots, lo que significa el ahorro de treinta y ocho nime-
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ros punto flotante en lugar de siete (centro, superficie normal y radio). Otra desventaja
es la eleccion de la funcidn peso, si dicha eleccion es incorrecta puede producir una pa-
rametrizacion muy pobre. Ademads hay algoritmos fundamentales, como por ejemplo el
inverse mapping, que son numéricamente inestables con las NURBS.
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Apéndice B
Teoremas y Definiciones.

Definicion 5. Un conjunto A es convexo si dados dos puntos X,Y € A el segmento que
los une a ambos queda dentro del conjunto A, es decir, XY C A.

Definicion 6. La envolvente convexa de un conjunto de puntos es el conjunto convexo,
ver definicion 5| mds pequerio que contiene a los puntos de control.

Teorema 2 (Teorema de los Multiplicadores de Lagrange). Sea U un abierto de R", f :
U—Rygi:U—Rtal que 1 <i<msiendom < n funciones de clase C'. Sea S = {X €
U:gi(X)=0,1<i<m}yXo€S. Supongamos que rango (Vg;(Xo)) es mdximo.

Si f|s tiene un extremo relativo en Xy, entonces existen Ai,--- , Ay niimeros reales
tales que

V£(Xo) = i AiVgi(Xo)
=1

1

Los niimeros reales Ay, -+ , Ay, se denominan Multiplicadores de Lagrange.

Definicion 7. Una curva paramétrica definida como o : [a,b] — R" se dice que es
inyectiva si se cumple que: o/(t)) = al(t) => 1) =1, siendo 11,1 € [a,b]. En la figura[B.]|
podemos ver un ejemplo de una curva paramétrica que no es inyectiva.

Definicion 8. Dados dos elementos X € R" y Y € R", el producto escalar se define como

n
<X¥Y>=Y xy=YX (B.1)
i=1

Definicion 9. Dado un elemento X € R", la norma—2 de dicho elemento de define como,
IX|5=<X,X>=X"X (B.2)
Definicion 10. Para cada valor s y t positivos se define la funcion Beta como sigue,
1
B(s,t):/ (1 —x)"ldx;s>0,6>0 (B.3)
0

Propiedades de la funcion Beta.

149



150 Apéndice B

a b

Figura B.1: Ejemplo de curva paramétrica no inyectiva.

X Y

Figura B.2: Funcién convexa.

1. Sis>0,1>0, entonces B(s,t) = B(t,s)

(s— 1)z —1)!

2. Sis>0,t>0ysyt €N, entonces: B(s,t) = i1

Definicion 11. Dada una funcion ¢ : S — R definida en un conjunto S convexo en R".
Entonces:

1. ¢ esconvexa en S, si

¢(0x+(1—0)y) <80(x)+(1-6)d(y) (B.4)
para cada par de puntos x,y en S'y para cada 6 € (0,1), verﬁgum

2. ¢ es estrictamente convexa en S, si

¢(6x+(1—-0)y) <6¢(x)+(1-6)¢(y) (B.5)
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Teorema 3. Dada una funcion ¢ : S — R dos veces derivable en un conjunto abierto y
convexo S en R". Entonces ¢ es convexa ( ver definicion|[I1])en S si'y sélo si,

d*¢(x;u) > 0,Yx € Syu € R". (B.6)

Ademds, si la desigualdad en|B.6|es estrictaVx € Sy u # 0 en R", entonces ¢ es estricta-
mente convexa en S.

Observacion 6. El teorema 3| nos afirma que si ¢ es convexa (estrictamente convexa,
concava, estrictamente concava) en S si la matriz Hessiana de ¢ es semidefinida positiva
(definida positiva, semidefinida negativa, definida negativa) Vx € S.

Teorema 4. Dada una funcion ¢ : S — R diferenciable en un conjunto abierto y convexo
S en R", ydado c un punto de S donde

do(c;u) =0 (B.7)

para cada u € R". Si ¢ es (estrictamente) convexa en S, entonces @ tiene un (estricto)
minimo absoluto en c.

Teorema 5. Teorema de Green-Riemann Dada una curva de Jordan derivable a trozos
Y : la,b] — R". Dado D un conjunto convexo acotado por Y. Y estd orientado positi-
vamente. Dado F = (M,N) un campo vectorial, F : A C R> — R?, F € C'(A) tal que

D C A. Entonces,
/de+Ndy:// (8_N_8_M) dA (B.8)
¥ p\dx Jdy

Corolario 6. Una consecuencia del Teorema de Green-Riemann se utiliza para el cdlculo
del drea de D a través de una integral curvilinea, siendo Dy 7.

area(D)://DdA:/y—ydx (B.9)

Figura B.3: Regién D y su frontera 7.
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Definicion 12. Dado F : A C R" — R" un campo vectorial continuo y dado y: [a,b] —
R"™ una curva derivable a trozos. La integral curvilinea a lo largo del camino Y se define

b
[P = [ Fertw) -7 w)du (B.10)
Y a

como.
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