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dicha ecuacion. Asi pues, la sobreidentificacion en este ejemplo indica
que para sustituir Y, en (3.7.1) tenemos mas de un instrumento: Z, y
Z,28. Es decir, las restricciones que identifican el modelo garantizan
la existencia de instrumentos suficientes en la estimacion, y cuantas
mas restricciones, mas instrumentos y, por lo tanto, una estimacion
mas eficiente. Asi, los resultados de la Teoria Economica que sirven
para identificar el modelo pueden verse también como la aportacion
de la teoria para obtener los maximos instrumentos posibles.

El método de variables instrumentales, en sus multiples variantes,
ha recibido mucha atencion en la literatura, ya que su aplicacion
tampoco esta libre de dificultades. No obstante, para los propositos
de este libro su caracteristica principal es la de permitir un trata-
miento uniecuacional de variables que pertenecen a un sistema; el
lector interesado en profundizar en su estudio puede acudir a la
monografia de Bowden y Turkington (1984). En Hendry (1976) se
deriva un sistema de ecuaciones normales del que se obtienen practi-
camente todos los tipos de estimadores conocidos para el modelo
SEM con residuos ruido blanco o autorregresivos de primer orden.
En Espasa (1975) esto se generaliza, mediante métodos espectrales,
para sistemas con cualquier tipo de residuos con la unica restriccion
de que sean estacionarios.

La eleccion de los instrumentos con los que obtener las variables
instrumentales es una labor ardua ya que se suele disponer de poca
informacion al respecto. Los instrumentos han de cumplir las propie-
dades a) y b) sefialadas anteriormente. y en este sentido el analista
encontrara en la Teoria Econémica una orientacion importante 2°.

Tal y como se acaba de comentar, esta eleccion esta plenamente
vinculada a las restricciones con las que se ha especificado el modelo
SEM. Asi, ciféndonos al caso de restricciones cero en los parametros
de las matrices estructurales en un modelo estatico, el nimero de
instrumentos realmente disponibles para estimar los parametros co-
rrespondientes a las variables endogenas que entran como explicativas
en una ecuacion dada, equivale exactamente al nimero de res-
tricciones cero que afectan a las variables exogenas en esa ecuacion.
Obsérvese, por tanto, que el tener suficiente restricciones para que la
ecuacion esté identificada equivale a tener suficientes instrumentos

28 La constante y Z, no son realmente instrumentos, ya que estas variables
aparecen como regresores en (3.7.1). En efecto, el problema planteado en la estimacion
de (3.7.1) se podria abordar, de acuerdo con el procedimiento de regresion por etapas,
como un modelo entre Y y Y* donde las variables con asterisco son los residuos de
las regresiones de Y, y Y, sobre la constante y Z,. En tal caso se ve con claridad que
los instrumentos realmente disponibles son Z, y Z;, que no aparecen en (3.7.1).

29 Un excelente trabajo sobre la problematica y posibles soluciones de la seleccion
de instrumentos es Fisher (1965).

Modelos econométricos 193

para aplicar el procedimiento de variables instrumentales; ademas, la
sobreidentificacion implica mas instrumentos que los estrictame’nte
necesarios, lo que normalmente conducira a obtener una variable
instrumental mas correlacionada con la variable endogena que ins-
trumentaliza y, por tanto, a proporcionar un estimador mas eficiente.

En cuanto a la eficiencia de los estimadores LIVE, no hay ninguna
manera de compensar la pérdida de informacion que, normalmente
resulta del tratamiento uniecuacional en modelos que no son recursi:
vos. El no tener en cuenta las interrelaciones entre todas las variables
endogenas del modelo forzosamente conlleva una vision limitada y
parcial del sistema econémico, lo que se traduce, en general, en una
pérdida de precision de los estimadores resultantes.

En ese sentido el coste de un planteamiento uniecuacional se
puede medir como la pérdida de precision, en términos de varianza
de la innovacion, que se produce al pasar de un tratamiento multi-
ecuacional al uniecuacional.

Al analista le corresponde asi la decision de intercambiar eficiencia
por simplificacion del analisis: si prefiere la eficiencia, necesariamente
debera plantearse un modelo multivariante; si por el contrario espera
que la ganancia en eficiencia no compense la mayor complejidad del
modelo multivariante, puede decidirse por la solucion uniecuacional.

3.7.2. Conclusion

Como conclusion a lo tratado hasta este momento se puede decir
que en la formulacién de un modelo economeétrico con n variables es
importante explicitar las variables exogenas, pues ello permite reducir
la dimension multiecuacional. Si de las n variables que se considera-
ron al principio k son exoOgenas, entonces basta con plantear el
subsistema formado por las n—k ecuaciones correspondientes a las
variables endogenas.

Este procedimiento de condicionar respecto a las variables exo-
genas se realiza principalmente a partir de los dictdmenes de la Teoria
Econdmica, que establece cuales son los parametros de interés. Por
tanto, este condicionamiento no es algo plenamente basado en los
datos, por lo que autores como Sims, véase Sims (1980), lo ponen
en entredicho y sugieren operar a través de modelos VAR sin esta-
blecer a priori si hay variables exdgenas.

Cuando el analisis se realiza con fines predictivos la reduccion de
la dimensionalidad, pasando de n a n—k ecuaciones, solo se logra si
las variables exogenas son fuertemente exogenas. Bien entendido que
aun en este caso habra que estimar el sistema de k ecuaciones respecto
a las variables exogenas, para generar predicciones sobre las mismas
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que entraran como inputs en la predicciéon realizada con el sistema
de n—k ecuaciones correspondientes a las variables endogenas.

La ventaja habra consistido en operar con dos sistemas de menor
dimension, en vez de con un gran sistema de dimension n. En la
practica, la prediccion de las variables exdgenas se realiza mediante
modelos univariantes, con lo que su sistema de k ecuaciones conjuntas
se sustituye por k modelos univariantes.

La prediccion obliga a operar con todo el sistema de n— k ecuacio-
nes, ya que aunque soOlo se esté interesado en la variable Y, si ésta
depende de otras variables endogenas es necesario utilizar todo el
sistema en el que se determinan las variables endogenas (n—k ecua-
ciones) para obtener una prediccion optima de Y.

Sin embargo, si el objetivo es estimar los parametros de un
numero reducido de ecuaciones, que con frecuencia puede ser una
unica ecuacion, cabe adoptar un enfoque de informacion limitada,
que incluso puede llegar a ser uniecuacional. Este enfoque comporta-
ra, en general, una pérdida de eficiencia que es absolutamente inevi-
table; y ademas planteara problemas de consistencia, que tendran que
ser resueltos mediante la aplicacion de procedimientos de variables
instrumentales. No obstante, las pérdidas de eficiencia pueden muy
bien ser aceptables dado que gracias al enfoque de informacion
limitada habra sido posible estimar una relacion economica de interés
inmersa en un sistema multiecuacional que puede ser muy complejo
de formular.

En resumen, las caracteristicas de exogeneidad que un sistema
multiecuacional concreto posee constituyen una propiedad especifica
del mismo, que permite siempre operar con el subsistema de las n—k
ecuaciones correspondientes a las variables endogenas. En tanto en
cuanto tales caracteristicas de exogeneidad son correctas no generan
distorsiones en las conclusiones obtenidas a partir del sistema reduci-
do de n—k ecuaciones. Adicionalmente el analista puede plantearse
aislar su ecuacion (o ecuaciones) de interés del sistema reducido. Las
posibilidades y costes de realizar tal aislamiento depende de la
finalidad del analisis: prediccion o estimacion. Pagando como coste
una pérdida de eficiencia el analisis uniecuacional es, en general,
posible para fines de estimacion de los parametros. Para fines predicti-
vos o de simulacion el aislamiento de una ecuacion sélo es posible
si sus variables explicativas son fuertemente exogenas y superexoge-
nas, respectivamente.

En este libro la prediccion es uno de los objetivos, por lo que el
estudio de modelos uniecuacionales que se realiza en las secciones
siguientes supondra que las variables explicativas son fuertemente
exogenas.

Cuando esto no se cumpla la prediccion tendra que realizarse con
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modelos multiecuacionales con el consiguiente aumento de com-
plejidad que ello comporta. El lector interesado en el tema puede
remitirse al libro de Liitkepohl (1991). En cualquier caso las secciones
que siguen estudian con detalle la relacion dinamica entre variables
econémicas en un marco sencillo —uniecuacional— que puede ser
muy util para entender posteriormente las relaciones dinamicas en un
modelo de mayor dimension. También se aborda con cierto detalle el
problema de cointegracién en su mayor nivel de sencillez.

Habiendo insistido en los posibles costes que entrafia el analisis
uniecuacional, conviene sefialar una ventaja importante del mismo.
En efecto, el enfoque multiecuacional tiene las propiedades de efi-
ciencia comentadas, siempre que el analista sea capaz de formular
adecuadamente todo el sistema; en caso contrario, los errores cometi-
dos en la especificacion de una ecuacion se trasladan, en general, a
las restantes. Por tanto, cuando sobre la ecuacion de la variable de
interés Y, se tiene bastante seguridad sobre su formulacion, pero en
la formulacion de las restantes ecuaciones que completan el sistema
de variables endogenas que intervienen en la explicacion de Y, se
tienen grandes incertidumbres o incluso ignorancia sobre como proce-
der, el enfoque uniecuacional es mas seguro, pues para su estimacion
se requiere simplemente ser capaz de formular un conjunto valido de
instrumentos. En tales casos el enfoque uniecuacional tiene una
solidez y firmeza, frente a errores de especificacion en las otras
ecuaciones, que el enfoque multiecuacional carece y hace que aquél
sea preferible a éste.

3.8. El modelo lineal general uniecuacional:
su formulacion; variables explicativas
y elemento residual

Una vez conocidas las ventajas e inconvenientes de la modeliza-
cion uniecuacional de los fendmenos econémicos, el resto del capitulo
se va 4 centrar en este tratamiento uniecuacional, bajo el supuesto de
que las variables explicativas son fuertemente exogenas. El acento se
va a poner en la explotacion de la informacion sobre la relacion
dinamica entre las variables, tal y como la refleja el modelo economé-
trico uniecuacional.

Para hacer la exposicion mas general se abandonara el supuesto
de estacionariedad, y se permitira que las variables que entran en el
analisis sigan procesos integrados. Tal y como se demuestra en
Phillips (1991), véase también Dolado (1992a,b), la hipotesis de exo-
geneidad introducida garantiza que los estimadores uniecuacionales
usuales tienen propiedades asintdticas Optimas y por lo tanto los



196 Antoni Espasa y Jos¢ Ramon Cancelo

contrastes de hipotesis pueden realizarse por los procedimientos
habituales. Ademas, se usara la notacion comin en modelos uniecua-
cionales, y desde ahora se denotara por Y, a la variable a explicar y
por X;, j=1, 2, ..., m, al conjunto formado por las m variables
explicativas.

En ocasiones, y siguiendo la terminologia habitual en las funciones
de transferencia, a las variables explicativas X; se les llamara los
inputs de la funcion, y a Y se le denominara el output de la funcion de
transferencia.

La forma general de representar el modelo lineal uniecuacional es
en términos de retardos racionales distribuidos o funciones de trans-

ferencia 3°:

om Wo,j'+wl.jL+";+W3,jLs'j . . eq(L.) ’
Y= ) - - ‘ — X+ =
' : j;l 1-—7617‘]‘L.;."'—"é,’jL"'j' o Jt ¢p+‘q(L) af
=Y v (L)X y+-—"2——a, - SR (3.8.D)
7.!';1 md( ) a ¢p-¢q(L) ¢ , " ’

donde

Wojtwy Lt tw L* _ Wi (L)
1_51'jL_"'_5r‘er'j 6"J(L)

es un filtro racional con el que se aproxima el efecto dinamico de
la variable explicativa X; sobre Y, y en el que los o6rdenes de los
polinomios pueden ser distintos segun las variables X ; y

6,(L)

¢p+a(L)

es un filtro que aproxima la estructura dinamica general de la per-
turbacion o término residual.

Esta especificacion permite reflejar cualquier clase de dependencia
dindmica que se pueda dar entre variables econdmicas, que en
algunos casos puede llegar a ser bastante compleja. Asi, la funcion de
respuesta de Y a cambios de tipo impulso en X3,

Vo, j(LY=vo j+ 0, jL+vy jLP+--,

3% En la seccion 3.10 se veran esquemas alternativos para representar la forma
general del modelo lineal uniecuacional.
3! Esta funcion sera objeto de un estudio detallado en el proximo epigrafe.
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puede ser de orden infinito, aunque convergente, en cuyo caso siempre
se podra aproximar mediante un cociente de polinomios, w, ;(L)/s, (L),
de oOrdenes finitos, en donde las raices de 6, ;(L) estan fuera del
circulo unitario.

Esto implica que una variacion transitoria en la variable ex-
plicativa no tiene un efecto permanente en el nivel de la variable
dependiente, ya que este efecto tiende a cero a medida que nos
alejamos del momento en que ocurrié la variacion transitoria de X ..
Dado que tal efecto sobre Y tiende a anularse, siempre se puedje
sefialar un momento en el tiempo, t* +m;, a partir del cual el efecto de
una variacion transitoria de X; ocurrida en * sobre Yes despreciable,
y por lo tanto puede considerarse practicamente nulo.

Por ejemplo, supongase que una variable explicativa presenta la
siguiente evolucion:

X5 s1ot<r*
X4 sir>t* h

es decir, toma siempre el valor X5, que puede ser considerado de
equilibrio, excepto en el momento t* en que pasa a valer una unidad
mas.

En este caso el efecto del cambio transitorio en X; sobre la
variable enddgena puede llegar a ser como el recogido en el grafi-
co 3.1 (para simplificar la representacion se realiza, sin pérdida de
generalidad, para X§ =0). En él, después de un desfase de b periodos
—fase cero de la funcién de respuesta— se produce la respuesta de
Y. Con frecuencia, en este segundo periodo de la funcion de respuesta
se puede distinguir otras dos fases: fase I, en la que la respuesta, en
valor absoluto (ya que el punto A del grafico puede estar en la zona
de valores negativos), va aumentando, y fase II, en la que la respuesta
en valor absoluto va disminuyendo hasta anularse.

Este esquema puede mostrar distintas variantes: ambas fases, I y
II, pueden mostrar su correspondiente evolucion creciente o de-
creciente de forma mas compleja de lo que aparece en el grafico, por
ejemplo de forma oscilante. También es posible que no exista un
punto A y que las fases I y II se confundan en una imnica en la que
la respuesta oscila sobre cero y que, posteriormente, de modo repenti-
no o paulatino se anula.

Como se aprecia en el ejemplo anterior, lo que caracteriza a la
relacion entre variables economicas temporales es la estructura dina-
mica de respuesta, que puede llegar a ser bastante compleja, y que
en consecuencia demanda una formulacion muy general como la
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GRrAFICO 3.1.  Ejemplo de posible respuesta a una variacion impulso en una variable
explicativa.

Funcidn de respuesta asociada al filtro
5

23 +2,5L4+
1—0,8L
Efecto sobre Y,
3
25+ ;
b
! FASEO
15 F !
: FASE II
Pk :
05 [ ;
0 [ : [ 1

TIEMPO

recogida en (3.8.1). El tipo de relaciones que hay detras del modelo
dinamico general uniecuacional se puede representar esquematica-
mente a partir del cuadro 3.2.

Al filtro general dinimico por el que se pasa del valor de la
variable explicativa X, al valor X% con que dicha variable contribuye
en la variable a explicar, se le conoce con el nombre de funcién de
transferencia de X ; sobre Y.

Al conjunto de las funciones de transferencia w;(L)/6;(L), j=1, ..., m,
se les conoce como la estructura dindmica de las variables explicativas®?.

Se ha mencionado anteriormente la contribucion de la variable
explicativa X ;;: por contribucion se entiende la influencia de la variable
explicativa en el valor de la variable endogena:

wy(L)

X3=

32 Los subindices de w;(L), 5,(L) y v;(L) no se refieren al orden de los polinomios
sino sélo a la variable explicativa a la que estan asociados; se suprime la informacion
sobre el orden de w(L), 6(L) y v(L) para no complicar en demasia la notacion.
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CUADRO 3.2.  El modelo lineal dinémico uniecuacional

0,(L)
q N‘
bpeq(L)
4 ————— (contribucion de
(innovacion) (el filtro puede ser no (innovacion)
estacionario con raices
autorregresivas unitarias)
Y,
(variable
dependiente)
Xa — @ L _ (L) X5 1
(variable exogena) 3,.,(L) e (contribucion de
la variable
(filtro estacionario) exogena X )

Por otra parte, obsérvese en el cuadro 3.2 que la contribucién de
las variables explicativas no agota lo que hay de predecible en la
variable endogena, sino que puede quedar un elemento residual,
denotado por N,, que siga un proceso ARIMA; es decir

6,(L) _
N, 6,.a0) a=N,+a, (3.8.4)
en el que el componente N, es perfectamente predecible con informa-
cion hasta t—1.

Por analogia con las funciones de transferencia de las variables
explicativas, al filtro por el que se pasa de la innovacién q, a la
perturbacién N, se le conoce como estructura dinamica residual.

De acuerdo con (3.8.3) y (3.8.4), el modelo lineal general uniecua-
cional (3.8.1) se puede expresar como

(3.8.5)

Es interesante comparar la formulacion alternativa (3.8.5) con la
descomposicion del valor observado de Y, en parte sistematica e
innovacion; es evidente que la parte sistematica vendra dada por

La innovacion g, se obtiene como la diferencia entre N, y N,.
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De esto se desprende que en un modelo uniecuacional la parte

sistematica de la variable a explicar esta formada por dos tipos de
componentes:

__ la contribucion de las variables explicativas, o lo que es lo
mismo, aquella parte del valor de Y en el momento ¢ que s€
debe a los valores que han tomado, en el presente o en el
pasado, las variables explicativas; y

— lo que hay de predecible en el elemento residual o perturbacion
N, y que puede ser anticipado con la informacion que se
dispone hasta el periodo inmediatamente anterior.

En lo que queda de este epigrafe y en el siguiente se analizaran
estos componentes de la parte sistematica de Y, tal y como se
obtienen utilizando un modelo uniecuacional®3. En el resto de este
epigrafe se prestara especial atencion al papel de la perturbacion, y
en el siguiente se analizara la relacion entre las variables explicativas
y la variable a explicar, tal y como se refleja en sus correspondientes
estructuras dinamicas.

La perturbacion N, comprende principalmente el efecto de varia-
bles explicativas omitidas que, por la hipotesis de exogeneidad, son
ortogonales a las variables X ; incluidas. En todo analisis economico
existe un conjunto muy amplio de variables de menor importancia
que es imposible, o al menos muy dificil, cuantificar, y que se suelen
relegar al término residual. Esto no significa que éste tenga que seguir
un proceso ruido blanco: al contrario, sus propiedades estocasticas
estan inducidas por las propiedades de aquellas variables explicativas
que se han omitido, y cualquier clase de restriccion a priori que se
haga sobre N, puede resultar incorrecta en un problema especifico.

El elemento N, se puede ver como un conjunto de variables que
se desconocen, por lo que se le formula, a su vez, un modelo uni-
variante sobre las innovaciones del modelo. Asi puede existir una
diferencia importante entre el filtro asociado a la innovacién y
cualquier funcion de transferencia de las variables explicativas. Antes
se coment6 que cualquier v;(L) tenia que ser necesariamente estable,
o lo que es lo mismo, una variacion transitoria en la variable
explicativa a la que estaba asociado tenia que originar una variacion
en la variable dependiente que con el tiempo tiende a cero. Por lo

tanto si la contribucion de X ; resulta no estacionaria, esto se debe a
que la propia X es no estacionaria, de tal forma que la no estaciona-

33 Una vez mas es necesario insistir que cuando se habla de la parte sistematica
de una variable es conveniente recalcar el tipo de modelo que se esta considerando,
ya que para una misma variable la parte sistematica es distinta segun se considere un
modelo univariante o un modelo econométrico.
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riedad de Y por tal contribucion es consecuencia directa del tipo de
evolucion que presenta la variable explicativa.

Por el contrario, la restriccion de estacionariedad no se impone
al filtro asociado a la innovacidn: ésta es por definicién ruido blanco,
y por tanto estacionaria, por lo que si se impusiese sobre ,(L)/¢,,, 4(L)
una restriccion similar a la que pesa sobre las funciones de trans-
ferencia de los inputs v;(L), se estaria obligando a que las variables
omitidas fuesen estrictamente estacionarias. Ahora bien, dado que en
algin contexto parece razonable que la no estacionariedad de Y venga
explicada al menos en parte por la no estacionariedad de las variables
omitidas, resulta conveniente, en general, no imponer esta restriccion
de estacionariedad sobre la estructura dinamica residual.

(En qué situaciones cabe esperar la presencia de elementos no
estacionarios en el filtro de las innovaciones? En el epigrafe 3.10 se
tratara este tema con mas detalle, pero se pueden avanzar algunas
ideas generales.

La inclusion del factor A%, con un valor para d distinto de cero, en
la parte autorregresiva de la estructura dinamica residual implica que
la evolucién no estacionaria de caracter tendencial de la variable
dependiente no se explica plenamente por la evolucion no estacionaria
de las variables explicativas.

En la modelizacion de relaciones macroeconomicas seria de espe-
rar que A? apareciese poco frecuentemente, o al menos que el valor de
d fuese menor al numero de diferenciaciones del modelo univariante
de Y,. Los modelos que ligan variables macroeconomicas normalmen-
te tratan de captar las relaciones tendenciales o de largo plazo entre
las variables, y la presencia de raices unitarias en el filtro de la
perturbacion indica que las variables explicativas que se han incluido
no explican en su totalidad el componente permanente latente en la
evolucion de Y,

No obstante, en ocasiones el nivel de una variable macroeconomi-
ca Y, puede depender de variables de poblacion, institucionales o de
otras variables macroeconomicas no estacionarias dificiles de medir y
que, en consecuencia, no pueden incluirse en el modelo, y cuyo efecto
sobre la variable dependiente se refleja en una perturbacion de
caracter no estacionario. Un ejemplo de variable dificil de medir
es el progreso técnico: hay cierta evidencia de que esta variable
contiene una raiz unitaria, lo que justifica la presencia de perturbacio-
nes no estacionarias en aquellos casos en que el progreso técnico
pueda ejercer algun tipo de influencia.

Por contra, en aplicaciones a problemas microeconémicos el nivel
de Y, puede depender, entre otros factores, de la evolucion de la
situacion econdmica general, y si no se incluyen en el modelo vana-
bles para aproximarla es probable que aparezca el operador Al
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Otro tipo de raices unitarias que pueden surgir en el elemento
residual son las del operador U,_, (L), siendo s el periodo estacional,
que son las responsables de las oscilaciones de caracter estacional
(véase la seccion 2.4). Este operador puede aparecer tanto en pro-
blemas macro como microeconémicos, y su presencia indica que la
estacionalidad de caracter no estacionario de la variable dependiente
no viene plenamente explicada por las variables incluidas en la
ecuacion: en tanto en cuanto muchas veces la estacionalidad de las
variables economicas viene también inducida por factores institucio-
nales, parece razonable la presencia de U,_, (L) en modelos econo-
meétricos.

No obstante, la presencia de variables econdmicas explicativas
pueden cubrir una parte importante de la oscilacion estacional de la
variable dependiente, de modo que la parte restante sea muy estabile,
en cuyo caso un esquema de variables artificiales estacionales, en vez
del operador U,_, (L), puede ser mas adecuado.

Puesto que en la practica A también resulta ser relativamente
comun, U, _,(L) y A se combinan en A,, y no es raro encontrar
modelos econométricos que requieran el operador de diferencia esta-
cional en la estructura dinamica residual.

Admitiendo que el filtro de la perturbacion contenga diferencias
de los dos tipos, regular y estacional, normalmente se podra factori-
zar en

oq (L) — qu (L) : ®q2 (Ls)
Gpra(L)  Gp1(L) @, (L5)-A-A2

y por lo tanto si en la expresion general

w

,(L)
5,(L)

Y=Y X;+N,
i=1

(3.8.6)
— eql (L) : ®q2 (LS) a
$p1 (L) ©pp(L7)- AT A0

N,

se define

_ 0q1 (L)- ®q2 (L)

n= -l a2 i ) AAADN,
C P (L)@, (L) T
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entonces el modelo lineal dinamico uniecuacional (3.8.1) se puede
expresar como

AAPX , +n, (3.8.7)

o m w,(L)
aary= 3
%= 250

Ambas expresiones, (3.8.6) y (3.8.7), son equivalentes: mientras
una utiliza variables originales y una perturbacion no estacionaria, la
otra emplea variables diferenciadas y un residuo estacionario. Esta
relacion es importante tenerla presente, ya que implica que en toda
funcion de transferencia en la que las variables originales aparecen
diferenciadas, las variables explicativas no consiguen captar en su
totalidad la evolucion de caracter no estacionario de la variable
dependiente; y eso motiva que la perturbacion tenga una contribucion
no estacionaria en la explicacion del nivel de Y.

3.9. La contribucion de las variables explicativas

Anteriormente se ha definido la contribucion de la variable ex-
plicativa X ;, denotada por X%, como

Wj(L)
0;(L)

X]*,= XJ,=UJ(L)XJ,=(U0J+ Ul’jL+vzij2+ ')X]I

Como se ha indicado anteriormente, los filtros v;(L) cumplen la
propiedad

y para un k suficientemente grande

———" )Zvo‘i+vl_jL+"'+Uk'ij'j

Al conjunto de coeficientes vy j, vy j, V2, j» .-+, S€ l€ conoce como la

funcion de respuesta a un impulso de la variable explicativa X, y

caracteriza plenamente la relacion dinamica existente entre X; y Y.
Para ahondar en esta ultima afirmacion volvamos al ejemplo
recogido en (3.8.2) y supongase, para simplificar, que existe una sola
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variable explicativa, X,. Si en el intervalo de tiempo t <t* el sistema
esta en equilibrio, se tiene que

N,=N°=0
X,=X*
Y,=o(L)X,+N,=v(L)X*+0= Y

la perturbacién permanece siempre igual a cero y supongase ahora
que en t=t*, X, experimenta una variacion impulso, pasando a valer
X€¢+1; y con posterioridad a t* vuelve a su valor de equilibrio,
X,=X¢, t>t*. En este caso, el efecto de la perturbacion impulso de
X sobre Y vendra dado por

Yo 1=0(L) X ;=00 Xp 140, Xpe 2+ 0, X0 3+ =
=0, X +v, X+, X+ =v(L)X°=Y*

Yo=0(L)X,.=0o X+ 0, Xjoo 1 + 02X o5+ =
=vo(xe+ l)+vIXe+|)2Xe+"'=Ye+vo

Yos 1 =0(L) X4 1=00Xps 1+ 01 X0+ 02X+ =
0o X 40 (X4 1)+ 0, X 4= Yo 4o,

Yos2=0(L) X oy 3 =00 X1 2+ 01 Xpo sy + 0, Xpo 4=
=0 X4+ 0, X+ 0, ( X+ 1)+ =Y+,

y en general
Fom=l)X e =Y"+0,

hasta que para un valor suficientemente grande se cumpla que v, ~0,
con lo que

YoipxY*

y se restablece el equilibrio inicial que habia sido perturbado por
la variacion transitoria de la variable explicativa.

Resulta asi que la perturbacion de tipo impulso experimentada por
la variable explicativa altero el equilibrio de la variable endogena
durante un periodo de tiempo finito; ademas, la desviacion entre el
valor real de Yy su teorico valor de equilibrio, i unidades de tiempo
después del cambio en X, es precisamente igual a v;. En consecuencia,
se pueden interpretar los coeficientes v; como el impacto que ex-
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perimenta la variable dependiente debido a una perturbacion impulso
registrada en el input i periodos atras.

Si todas las variables estan expresadas en logaritmos los coefi-
cientes v; son las elasticidades a diferentes plazos: v, es la elasticidad
contempordnea, y en general v; es la elasticidad de Y respecto a X
tras i periodos de desfase.

Cuando exista un desfase de b periodos entre el momento en que
la variable explicativa experimenta el impulso y el instante en que el
output empieza a reaccionar, los b primeros coeficientes de la funcién
seran iguales a cero,

vozvlz.uzvb_l:o

y es preferible destacar esta situacion explicitamente, expresando
la contribucién del input como**

L owL) o, w(L)
=50 X5 X

Es importante estudiar con detalle los valores, forma, posibles
desfases, etc., de esta funcion de respuesta a un impulso, ya que por
regla general su caracterizacion constituye uno de los principales
objetivos del proceso de modelizacion econométrica de fenomenos
econoémicos.

Conocida la expresion racional de la funcién de transferencia de
X, la funcién v(L) se calcula de forma sencilla igualando polinomios

wy(L)
6,(L)

LP=v(L)

y despejando
wy(L)- L*=4,(L) - v(L).

Si ahora se particulariza esta igualdad en la variable auxiliar z se
tiene que

w,(2) 2"=6,(2) - v(2),

34 1 os subindices que se asignan a los polinomios finitos vuelven a representar su
orden, ya que como solo hay una variable explicativa no es preciso hacer explicito a
cual se refieren.
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y puesto que dos polinomios son iguales si y solo si los coeficientes
de sus distintas potencias lo son, los coeficientes de la funcion de
respuesta a un impulso vienen dados por

0 R : ~ i<h
Wo oo . i=b

‘U.-= 5lvi—i;*‘62vi—2+?j"'_‘ér”i—-r‘*‘_wi—a S b+1<i<h+s
51”{—1+520i—2+';‘.+5i>vi-,~ i b4s

De la ultima linea de la expresion anterior se comprueba que a
partir de i=b+s+1 los coeficientes v; vienen determinados por una
ecuacion en diferencias finitas, en la que vy, g, Vpss—1s -5 Upss—rs1
constituyen las condiciones iniciales. En consecuencia para i=zb+s—r+ 1
la sucesion de coeficientes presentara una cierta estructura en su
evolucion, ya que los v; vienen dados por funciones exponenciales y
sinusoidales decrecientes.

Es importante recalcar esta idea, ya que la funcion de respuesta
caracteriza la ley de comportamiento de Y frente a X, lo que puede
ser de interés a la hora de estudiar el fenomeno. En general, y
dependiendo de los valores de b, s y r, la funcion de respuesta a un
impulso v(L) se caracteriza por:

a) b primeros valores cero: vg, Uy, ..., Up_y;

b) s—r+1 valores siguientes (si s >r) que no siguen un patron de
terminado: vy, Upyq, --vy Upssypy ¥

c) el resto de valores que siguen el esquema que proporciona una
ecuacion en diferencias finitas de orden r, inducida por el denomina-
dor de la funcion de transferencia.

En resumen, el numerador w,(L) alarga sin estructura el efecto de
un impulso, mientras el denominador 4,(L) lo alarga imponiendo un
patron de comportamiento determinado a los coeficientes v;, que sera
exponencial u oscilante en funcion de las raices de §,(L). Se tiene asi
el mismo resultado que ya se obtuvo en el capitulo 2 al tratar el
analisis de intervencion; de hecho, este ltimo se puede interpretar
como la contribucion de un tipo especial de variables explicativas, las
variables artificiales. Por lo tanto todo lo que se dijo alli es de
aplicacion aqui, y viceversa.

Al mismo tiempo, una detenida consideracion de la estructura de
respuesta implicita en la funciéon de transferencia constituye una
herramienta util a la hora de validar los resultados de la estimacion.

Esta altima afirmacion queda mejor ilustrada con un ejemplo. Asi,
si en la estimacion la funcion de respuesta a un impulso en un
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problema concreto se llega a una expresion de la forma

w

_lﬂ-i-i()(j"SMI; =wo—0,5w L +0,52wo [ —0,5° wo > + -+,

este resultado puede ser evidencia de que se ha cometido algiin tipo
de error de especificacion durante el proceso de modelizacion, por
ejemplo la omision de una variable explicativa con evolucion osci-
lante. Tal omision puede provocar que en la estimacion aparezca la
raiz negativa de 6,(L), que induce una respuesta oscilante de la
variable dependiente ante cambios en la correspondiente variable
explicativa, lo que en ocasiones puede ser algo extrafio entre variables
economicas.

En situaciones como la de este ejemplo es muy probable que la
variable dependiente presente bastantes oscilaciones, determinadas
por una variable omitida, de manera que el proceso de busqueda de
un modelo que se ajuste a los datos intentard aproximarlas in-
troduciendo un filtro que genere oscilaciones. De ahi que si se estima
una determinada funcion de transferencia con un denominador que
tiene raices complejas o negativas, el analista debe asegurarse de que
el correspondiente esquema de la funcion de respuesta tiene sentido
teorico, antes de dar por valido el modelo.

Otra manera de analizar la funcion de transferencia consiste en la
llamada Funcion de Respuesta a un Escalon. Sea una situacion nueva-
mente caracterizada por:

a) N,=N°=0, para todo ¢
b) X,=X°, r<t*
¢) Y=v(L)X,+N,=v(L)X+0=Y¢, t<t*

Si en t* la variable X, experimenta un cambio permanente en su
valor de equilibrio previo, de tal forma que X,=X°+1, paratodot a
partir de r* la respuesta dinamica de Y vendra dada por

},rt::v(L)X,‘:UoXp‘*'U]X,n_l+02X,3_2+"‘=
=0 (X + 1) +0, X4 0, X 4= Y4 oy= Y+ V,

Yi1=0(L) X1 =00 X041+, Xo+ 02Xy +-00=
=po (X + 1)+, (X +D+0, X+ =Y Hv+v, =Y+ 1

Yoy =0(L)Xpes =06 X042+ 0 Xy +0, KXot =
=p,(X°+ D+, (X +D+0,(X+ )+ =
=Y4vo+v,+v,=Y+V,
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y en general
Yt"*;k= Ye+vo+vl +--- ‘+‘Uk= Ye+ V'k'

Los coeficientes V,, V,, V,, ..., definen la funcién de respuesta a
un escalon, dada por

V(L)=Vy+V,L+V,[*+ -

El coeficiente ¥; mide el cambio en la variable dependiente origina-
do por una perturbacion de caracter permanente en la variable
explicativa que ha comenzado i periodos atras.

Normalmente a cada uno de estos coeficientes se les conoce
con el nombre de multiplicadores, y si las variables estan expresadas
en logaritmos estos multiplicadores se pueden interpretar como elasti-

cidades acumuladas.
Es facil comprobar la relacion existente entre las funciones de
respuesta a un impulso y a un escaléon; del desarrollo anterior

es inmediato que:

Yeru= Yo+ 0(L)S(* )i i (3.9.1)
siendo S(t*).., el valor en t*+k de una variable artificial de tipo
escalon que empieza a tomar el valor uno en t*. Este mismo resultado
se puede expresar también de la siguiente forma:

Yoip=Y,+ ULYD(t*) 14 (3.9.2)

donde D(t*).., es una variable impulso definida de forma similar.
Igualando ambas expresiones, y teniendo en cuenta que

D(t*)p 41 = AS(t* )11
se tiene que
O(L)S(*)pe 4= V(L)D(*)n 11
con lo que
v(LY=AWL)

y la diferencia entre V; y V,_, es precisamente igual a v,.

1

Modelos econométricos 209
Alternativamente
UL)=v(L)/A, (3.9.3)

de donde se ve que V(L) es la suma o integracion de v(L).

La funcion de respuesta a un escalon admite dos interpretaciones.
Una la que se viene dando, en la que los coeficientes ¥, recogen la
perturbacion puntual, es decir, en t*+i, en la variable Y por una
perturbacion escalon en la variable explicativa i periodos antes. Esta
interpretacion aparece claramente en (3.9.2). Sin embargo, no es
necesario que la variable explicativa sufra una perturbacion constante
y permanente para poder hablar de funcion de respuesta a un escalon.
En efecto, de acuerdo con (3.9.3) los coeficientes V; pueden inter-
pretarse como la acumulacion de perturbaciones puntuales v, v,, ..., v,
sufridas por la variable endogena debido a una perturbacion impulso
en la variable explicativa i periodos antes.

La restriccion de estacionariedad de la funcion de transferencia,
es decir )

implica que

V, —— constante
1=+

y por lo tanto el cambio permanente que registra la variable explica-
tiva tiene un efecto permanente y finito en la variable dependiente.
Si en la funciéon de transferencia w (L)/d,(L) el polinomio auto-
rregresivo es de orden cero, es decir, un filtro MA puro, entonces
V.=V, i>s
y a partir de s periodos ya se ha absorbido totalmente el cambio
en X: en ese caso a V, se le llama ganancia, multiplicador a largo
plazo o total, o en el caso de que las variables estén en logaritmos,
elasticidad a largo plazo o total.

Si por contra se tiene un polinomio de orden mayor que cero en
el denominador de la funcién de transferencia, v; no sera exactamente
igual a cero para valores finitos de i; pero como a partir de un
determinado retardo k los coeficientes de la funcion de respuesta a
un impulso seran aproximadamente cero, se tendra que

V>V, i>k
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y se puede tomar ¥, como una aproximacion al multiplicador (elasti-

cidad) total o a largo plazo.
El valor exacto de dicho multiplicador viene dado por

@ _ws(l)_Wo+W1+”'+ws__
l’=ZO = 6r(1) B 1‘51_""’5r -9

también llamado ganancia del filtro.
En aquellos casos en que los coeficientes v; sean todos positivos,
y por lo tanto también lo sean los ¥, es de interés calcular las
correspondientes funciones normalizadas respecto a la ganancia total.
Se define la funcion normalizada de respuesta a un escalon a

V*(L)y=V(L)/g

cuyos coeficientes V* vienen dados por V/g. y su interpretacion
es la de multiplicadores o elasticidades acumuladas medidos en tanto
por uno del multiplicador a largo plazo. Si por ejemplo V¥, =07,
doce unidades de tiempo después del momento del cambio en la
variable explicativa, la variable dependiente habra experimentado ya
el 70 % del efecto total. Como es evidente, este tipo de informacion
es de mucho interés a la hora de caracterizar la relacion existente
entre variables econdmicas.

Analogamente se puede definir la funcion normalizada de respues-

ta a un impulso como
o (L)=o(L)fg

cuyo coeficiente v} es igual a v/g. Si estos coeficientes no son
negativos, se verifica que

vF=1

e

v¥>0,

i=0

y en conjunto se pueden interpretar como probabilidades de una
variable auxiliar z cuya funcion de cuantia sea

P(z=i)=0* i=0, 1,2, ...

y a partir de aqui se puede definir el retardo medio, denotado por
m, como

3

i
e

<

%

il
e
IMs|
e S
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Teniendo en cuenta que la derivada de v(L) respecto a L viene
dada por

vV(LY=v,+2v0,L+3v, 2+

donde ' denota derivada respecto a L, una expresion alternativa
del retardo medio es

S e
(L) |p=1  votv +oy+eee

Esto sugiere una forma de obtener el retardo medio directamente
a partir Qe los polinomios originales de la funcidn de transferencia,
w.(L) y o6,(L); como

v(L)= O, (L)w (L)~ &, (L)wy(L)

[6.(L)) ’
entonces
V' (L) _ [, (L)w,(L) =8, (LYw, (L)}, (L) _
v(L) wo(L)/6,(L) B
_wi(L)  &(L)
T w (L) S,(L)
y

= (W?(L) . ‘i@)
D M-

Con frecuencia, también resulta util calcular el rerardo mediana,
que se define como el nimero de periodos de tiempo que tarda el
sistema en absorber el cincuenta por cien de la ganancia. »

Para ilustrar los conceptos teoricos que se han desarrollado en
este epigrafe y en el anterior considérese el modelo del efectivo en
manos del publico de Espasa (1980):

0,18 0,20
m&, InP,+ -- A, InY+

Beln k= I 0.60L

I
+
(1—0.99L +0,4012) (1+0.65L%) ™
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siendo:

— E,: serie trimestral de efectivo; sigue un proceso no estaciona-
rio, y su modelo ARIMA contiene una diferencia regular y una
estacional 35;

— P, indice del coste de vida, equivalente al actual indice de
precios al consumo;

— Y, una aproximacion al PIB trimestralizado sin variacion es-
tacional *°.

Lo primero que se observa es que las variables explicativas no
captan en su totalidad la evolucion no estacionaria del efectivo: la
permanencia de la diferencia estacional indica que la perturbacion del
modelo deambula con estacionalidad.

No es extrafio que las variables explicativas no hayan conseguido
captar la estacionalidad; ésta podria venir explicada por el verdadero
PIB, pero nunca por una aproximacion de éste desprovista del
componente estacional.

En cuanto a la presencia de una raiz unitaria autorregresiva en
los residuos puede deberse a cambios en los habitos de pago, que
se haya pasado a utilizar masivamente las tarjetas de crédito y las
domiciliaciones de pagos, y a oscilaciones en la economia sumergida,
que no viene recogida en el PIB y que utiliza mayor cantidad de
efectivo.

El modelo de la perturbacion viene dado por

1

N =
AaN, (1—0,99L +0,40L%) (1+0,65L*) %

El polinomio (1 —0,99L +0,40L?) refleja un ciclo de periodo nueve
trimestres y factor de amortiguamiento 0,63; esto esta indicando que
el efectivo presenta un componente de este tipo que no viene ex-
plicado por precios o produccion, y que termina reflejandose en la
perturbacion. Lo mismo puede decirse de (1+0,65L*), una oscilacion
en el efectivo que no es explicada por los precios o el PIB.

La funcién de respuesta a un impulso del efectivo respecto a los
precios es igual a

0,18/(1—0,84L)=0,18(1+0,84L +0,842[* +0,84° > +-.-)=
=0,1840,151L +0,1271240,107L? + -

35 Notese que como la serie es trimestral el periodo estacional es igual a cuatro.
36 Veéase Rodriguez (1978) para un mayor detalle en la elaboracion de esta variable.
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y respecto al PIB

0,20/(1 —0,60L)=0,20(1 +0,60L +0,60> L* + 0,603 L3 + ...)=
=0,20+0,12L +0,072L? +0,043L3 + - -

Ambas funciones se representan en el grafico 3.2.

Aplicando las demas formulas se obtendrian el resto de funciones
y estadisticos. Los resultados se resumen en el cuadro 3.3; sin
necesidad de entrar en un analisis detallado de los mismos, se observa
claramente como: 1) la elasticidad a largo plazo respecto a precios es
mayor que respecto a PIB, y 2) el ajuste desencadenado por una
variacion en una variable explicativa es mucho mas rapido para PIB
que para precios.

3.10. Formulaciones alternativas del modelo
lineal uniecuacional
En los dos epigrafes anteriores se ha desarrollado la idea de que

un modelo uniecuacional para la variable Y descompone, para cada
momento ¢, el valor de esa variable en:

GRAFICO 3.2. Funciones de respuesta a un impulso para el modelo del efectivo.

Efecto sobre In E,
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Funciones de respuesta del modelo para el efectivo

CUADRO 3.3.
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Funcion de respuesta a un escalon.
Id. normalizada.

.. Funcién de respuesta a un impulso.

.N.: Id. normalizada.
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— la contribucion de las variables explicativas, o como los valores
en distintos momentos del tiempo de éstas repercuten en el
valor presente de Y, y

-~ la contribucion del elemento residual, que basicamente refleja
el efecto de variables explicativas omitidas sobre la variable
que se pretende modelizar.

En el caso de que solo se haya incluido una variable explicativa
en el modelo, se tiene que éste toma la forma

0,(L)

IGRaNGL

=5 X (3.10.1)
donde el primer sumando del lado derecho de (3.10.1) refleja la
contribucion de la variable explicativa y el segundo la del elemento
residual. En lo que sigue supondremos en general que solo se incluye
una variable explicativa, y que ésta es fuertemente exogena.

Quizas la forma mas clara de entender el modelo uniecuacional
es la representada en (3.10.1), pero otras formulaciones, totalmente
equivalentes a (3.10.1), son también factibles®’. Pucsto que distintas
formulaciones recalcan diferentes aspectos de la relacion entre X e Y,
es recomendable que el analista de la coyuntura las conozca, y el
objetivo de este epigrafe es presentarlas.

Para simplificar, supongase de momento que en (3.10.1) las posi-
bles raices unitarias del polinomio autorregresivo residual han sido
eliminadas tomando diferencias hasta obtener las variables X ¢ Y.

Definiendo
a*(L)=6,(L) ¢,(L)
B*(L)=wy(L) ¢,(L)
pw(L)=0,(L)-5,(L)
entonces

(LYY= B* (L)X, +u(L)a, (3.102)
representa el mismo modelo que (3.10.1). A la formulacion en térmi-
nos de tales polinomios se le llama formulacion en ecuacion de
diferencias finitas estocdstica, mientras que (3.10.1) es la formulacion

37 Harvey (1981a) dedica dos capitulos al modelo lineal uniecuacional dinamico,
uno desde la perspectiva de la funcion de transferencia y otro desde la que se adopta
en este epigrafe.



216 Antoni Espasa y José Ramon Cancelo

en funcion de transferencia, que también se conoce como modelo de

retardos racionales distribuidos.

En (3.10.2) el residuo sigue un proceso de medias moviles, que
bajo el supuesto habitual de invertibilidad se podra aproximar, véase
el capitulo 2, mediante un proceso autorregresivo, con lo que

m(L)a,~a,/r(L).
Con ello, si se multiplica (3.10.2) por r(L) se obtiene
(L)Y, =L)X, +a, (3.10.3)
en donde

a(L)y=a*(L) r(L)
B(L)=p*(L) r(L)

Si el modelo tiene m variables explicativas toma la forma

L

a(L)Y,= B,(L)X,,’+a, (3.10.4)
23 ,

ji=

En (3.10.3) o (3.10.4) se tiene una ecuacion en diferencias finitas
estocasticas con un residuo que es ruido blanco. En este modelo, los
estimadores por minimos cuadrados ordinarios son lineales en las
observaciones. Sin embargo, en (3.10.1) o en su generalizacion (3.8.1)
con m variables explicativas, los estimadores minimo cuadraticos son
no lineales. Esta complejidad en la estimacion ha llevado con fre-
cuencia a rehuir modelos del tipo (3.8.1)-(3.10.1) en favor de (3.10.4)-
(3.10.3). Sin embargo, a lo largo de esta seccion veremos como la
formulacion en ecuaciéon en diferencias presenta otro tipo de pro-
blemas.

La formulacion (3.10.3) indica que con polinomios a(L) y B(L)
bastante generales sobre Yy X se puede expresar el modelo con unos
residuos ruido blanco; esta formulacion constituye una generalizacion
dinamica del modelo de regresion.

La formulacion en términos de ecuaciones en diferencias finitas
estocastica es la empleada en la denominada metodologia economé-
trica de la London School of Economics (LSE) —veéase Gilbert
(1986), Hendry y Richard (1982), Spanos (1988). etc.—, en la que se
empieza especificando el modelo con polinomios dinamicos generales
para a continuacion, y a través de una una sucesion de contrastes,
llegar a un modelo final mas simple. A dicha estrategia se le denomina
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«de lo general a lo particular» y se basa en el principio de verificacion
secuencial de hipotesis desarrollado en Anderson (1971).

La estrategia de lo general a lo particular tiene el riesgo de acabar
con un modelo mas general que lo que la realidad requiere, a cambio
de minimizar el riesgo de concluir con un modelo excesivamente
restrictivo. Lo positivo de esta estrategia es que si el modelo final es
demasiado general la estimacion sera ineficiente, pero si es demasiado
restrictivo la estimacion sera inconsistente. Ademas, el procedimiento
secuencial de Anderson tiene la propiedad de ser uniformemente mas
potente dentro de la clase de procedimientos que fijan la probabilidad
de no rechazar una hipoétesis menos restrictiva que la verdadera.

Volviendo a la comparacion entre (3.10.1) y (3.10.3), ambos
modelos son idénticos: sin embargo si entre 6,(L) y ¢,(L) no hay
raices comunes, la formulacion en términos de ecuacion de diferencias
estocastica es innecesariamente compleja.

Si por el contrario existen raices comunes entre d,(L) y ¢(L), de
tal forma que

S, (Ly=a" (L) 0" (L)
¢,(L)=a"(L) ¢~ (L)

se tiene

wi(l) . 6,(L)
FO e

ot (L)Y,=

que vuelve a ser una funciéon de transferencia, pero no sobre Y
sino sobre a* (L) Y,=Y,*. No obstante, si en la expresion anterior el
polinomio racional de X, se aproxima por un polinomio simple, el de
a, por un esquema autorregresivo —r(L)— y se multiplica toda la
ecuacion por r(L), se vuelve a obtener una formulacion en términos
de ecuacidn de diferencias estocasticas.

Estas diferentes presentaciones conectan con lo que en Teoria
Econodmica se estudia con los nombres de mecanismo de ajuste parcial
y mecanismo de expectativas adaptativas.

El mecanismo de ajuste parcial se puede formular en este contexto
de la siguiente manera: se tiene un valor deseado dado por
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y una relaciéon entre realizaciones y deseos:

a 8,(L)
Y=Y ,=»yX Y- D+ 5+~ a
=Y = )+¢ D °
de donde
Cyw L) o 8(L)
-(-nYoi= e X 280 a

que es una funcion de transferencia para [1—(1—y)L]Y,. Notese
que la ganancia de ese filtro es I —(1—7y)=7.
A su vez, el mecanismo de expectativas adaptativas parte de la

relacion

0,(L)
=pXe, 4 L
Yr ﬁ l+l+¢+(L) a,

con un mecanismo de generacion del valor esperado de X
re1— X{=y(X,— X))
o bien
re1=[y/1=(1-y)L]X,
por lo que el modelo final es

B 6L
ALt e m ™

Y=

es decir, de la forma de una funcion de transferencia.

Cuando el modelo es conocido todas las expresiones en términos
de funcion de transferencia y de ecuacion en diferencias finitas son
equivalentes. Pero cuando el modelo no se conoce y el problema
planteado es como llegar a una expresion dinamica que aproxime el
correspondiente esquema teodrico desconocido, parece mas conve-
niente establecer una estrategia de blisqueda, usando la formulacion
de funcion de transferencia o la de ecuacion en diferencias estocastica,
sobre la variable original. La formulacion en términos de funcion de
transferencia sobre a* (L)Y, es menos operativa en este proceso de
busqueda de especificacion dinamica.

Cuando el modelo es desconocido el investigador tiene que decidir
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con qué tipo de formulacion —(3.10.1) o (3.10.3)— debe comenzar
su tarea de construir un modelo econométrico. Ciertamente lo impor-
tante no es el punto de partida sino la validacion del resultado final;
no obstante, segiin los casos €l comenzar por una u otra especificacion
puede tener sus ventajas.

El modelo (3.10.1) en términos de funcién de transferencia es
especialmente til cuando se dispone de informacion a priori sobre
las funciones de respuesta de la variable Y a cambios en cada una de
las variables explicativas. Este tipo de informacion sera normalmente
sobre si la funcién de respuesta: a) se da desde el principio —impacto
contemporaneo o instantineo—- o si actua con algun retraso; b) es
larga o corta; c) si a partir de un determinado retardo muestra un
patron de comportamiento, o si por el contrario las respuestas
puntuales son relativamente libres; d) si el posible patron de compor-
tamiento es uniforme u oscilante; etc.

Asi:

a) Sila variable dependiente responde con retraso a los cambios
en la correspondiente variable explicativa, se emplearan formulacio-
nes del tipo

wS(L)_
o,(L)

Lb

dando a b un valor adecuado a partir de la informacion disponible.
Si se cree que la respuesta se produce desde el principio, se asignara
a b el valor cero.

b) Una funcion de respuesta larga se puede lograr con un polino-
mio w,(L) con un valor de s relativamente largo, y por lo tanto con
una formulaciéon prodiga en parametros. Alternativamente se pueden
utilizar esquemas autorregresivos de orden r muy pequeiio, normal-
mente uno o dos, que requieren pocos parametros. En general, y
teniendo siempre en cuenta los condicionamientos de los apartados
posteriores ¢) y d), una respuesta larga tendera a implementarse
mediante esquemas autorregresivos, como se hacia en el ejemplo
anterior del efectivo, precios y producto interior bruto.

c) Una funcién de respuesta del tipo w (L) implica que la
variable a explicar se ve perturbada durante solamente s+ 1 periodos
de tiempo —t* a t* +s—, y en cada momento el efecto puntual viene
recogido por un parametro w; especifico. Por el contrario, para
respuestas largas con efectos puntuales que muestran un determinado
patron de comportamiento, se requiere el operador autorregresivo
8,(L), que con pocos parametros produce una respuesta convergente,
aunque tedricamente infinita. En este Gltimo caso los (infinitos)
parametros de la funcion de respuesta v(L) muestran una relacion
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funcional entre ellos, ya que son generados a partir de los r parame-
tros autorregresivos operando sobre el polinomio w,(L): la inte-
raccion entre los polinomios w,(L) y 6,(L) y como ésta afecta a los
coeficientes de v(L) se ha discutido con detalle en el epigrafe anterior.

d) Las caracteristicas de la relacion funcional entre los coeficien-
tes de la funcion de respuesta dependen de las raices del polinomio
autorregresivo 6,(L), tal y como se desarrollo también en el epigrafe
anterior. Resumiendo lo que alli se dijo para el caso de que r valga la
unidad, si la raiz es positiva se tendra una respuesta de tipo ex-
ponencial convergente;, y si es negativa una respuesta oscilatoria
donde a un efecto positivo le sigue uno negativo, y viceversa. Una
estructura de tipo ciclico requerira que 6,(L) contenga un par de
raices complejas conjugadas, por lo que en tal caso r debe tomar al
menos el valor dos. Respecto a las funciones de respuesta oscilante
—-sean ciclicas o simplemente con alternancia de signo— ya se ha
advertido al lector que antes de aceptarlas conviene asegurarse de que
no contradicen la informacion a priori que pueda existir sobre la
funcion en cuestion.

El esquema autorregresivo de primer orden con raiz positiva
puede ser muy util en la practica, tanto operando sobre un polinomio
wy(L) de orden cero, véase el cuadro 3.3, como sobre polinomios
w,(L) de orden mayor que cero. En este ultimo caso la estructura
funcional de los coeficientes de la funcion de respuesta solo se dara
a partir del retardo m, siendo m=max (0, (b+s—r+ l)).

En cualquier caso, cuando se dispone de informacion a priori
sobre la funcion de respuesta conviene formular el modelo asignando
a s y r valores lo mas pequeiios posibles, dentro del campo de valores
capaces de captar las caracteristicas a priori de la funcion. Con ello
se cumplira por un lado con lo que la informacion tedrica requiere y
los datos permiten, y por otro con el principio de parquedad en la
parametrizacion. Ser parco a costa de omitir caracteristicas basicas
de la relacion dinamica no solo no es una virtud, sino un error.

La formulacion del modelo para el término residual se puede
hacer a partir del modelo univariante de la variable dependiente
eliminado de él aquellos factores —raices unitarias, factores que
generan oscilaciones periodicas, etc.— que reflejen comportamientos
que se esperan pasen a ser recogidos por las variables explicativas.
La modelizacion de la demanda de efectivo, presentada al final del
epigrafe anterior, ilustra claramente este punto.

En la formulacién del modelo de funcion de transferencia con
informacion a priori es pues importante tener un buen conocimiento
de los modelos univariantes de todas las variables que entran en el
mismo: de la variable a explicar, para saber qué es lo que hay que
modelizar; de las variables explicativas, para conocer el potencial de
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éstas en explicar el comportamiento de la variable dependiente y, en
consecuencia, poder aproximar la estructura que debe tener el compo-
nente residual. Esto supone realizar un analisis bastante completo
de los datos disponibles; este analisis es algo basico en la modeliza-
cion econométrica, y algunos programas, como el PC-GIVE?38, in-
corporan en una fase previa a la modelizacion econométrica en
sentido estricto el tipo de analisis previo de datos que se considera
conveniente.

Con todo lo anterior el modelo econométrico estara equilibrado°,
es decir, todo lo contenido en la variable a explicar —parte izquierda
de la ecuacidn— tendra su contrapartida en la parte derecha, pu-
diendo ésta descomponerse en una parte sistematica y una innovacion
(ruido blanco). Si el modelo no estd equilibrado las pretendidas
innovaciones —ad,— que se estimdn no seran tales.

En efecto, al estimar un modelo para Y, se tiene que en el modelo
se han fijado (véase cuadro 3.2) las variables explicativas, la estructura
dinamica de las variables explicativas y la estructura dinamica resi-
dual, y solo quedan por fijar las presuntas innovaciones —d—
durante el proceso de estimacion.

Si el modelo no esta equilibrado, para que ambas partes del
modelo sean iguales o bien se terminara generando unas innovacio-
nes estimadas 4, que violan la hipotesis de ruido blanco, o bien se
concluira con funciones de respuesta estimadas que incumplen las
condiciones impuestas en el epigrafe octavo.

Asi por ejemplo, si las presuntas innovaciones estimadas no son
ruido blanco, pero al menos constituyen una serie temporal estaciona-
ria, es necesario incorporar al modelo mas estructura dinamica de
caracter estacionario: funciones de respuesta mas amplias en las
variables explicativas incluidas, inclusion de variables explicativas
omitidas y/o estructuras mas complejas para el término residual.

Pero incluso puede ocurrir que la serie temporal formada por las
innovaciones estimadas no sea estacionaria, lo que indicara que la
regresion puede ser espurea, que se han omitido variables explicativas
capaces de explicar el comportamiento no estacionario residual, o que
debe formularse sobre variables diferenciadas.

Especificando el modelo en términos de funcion de transferencia
tal y como se ha indicado, se puede aplicar una secuencia de
contrastes de hipotesis sobre el modelo general de partida para
analizar si es posible llegar a un modelo mas simple capaz de explicar
los datos utilizados. Por lo tanto, la estrategia de lo general a lo

38 Sobre PC-GIVE véase Hendry (1989, 1991) o Ericsson et al. (1991).

3% Sobre modelos equilibrados (balanced models) véase Granger (1990), pagi-
nas 12-13.
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particular no solo es posible, sino muy recomendable, en modelos
econométricos formulados como funciones de transferencia.

Cuando no existe informacion a priori sobre las caracteristicas de
las funciones de transferencia que relacionan a la variable dependiente
con cada una de las explicativas, la formulacion del modelo economé-
trico en términos de funcion de transferencia suele ser muy arbitraria,
y constituir un mal punto de partida. En tal caso, todavia es posible
una formulacién dinamica del modelo adecuada a los datos, que es
la recogida en (3.10.3), y que consiste en aplicar polinomios bastante
generales a cada una de las variables que entran en el modelo, para
asegurar asi que el residuo es ruido blanco. En los proximos parrafos
supondremos que hay mas de una variable explicativa, con el fin de
que el lector pueda apreciar mas claramente el razonamiento.

La consecuencia de buscar una especificacion del modelo del tipo
(3.10.3)-(3.10.4) es que la estructura dinamica que se obtenga pucde
no tener ahora interpretacion economica: los polinomios &(L) y B(L)
a los que conduzcan los datos tenderan a ser mas simples que los
correspondientes polinomios teoricos, ya que éstos normalmente con-
tienen factores comunes. Por ello, determinar funciones de respuesta
a partir de (3.10.4) sera, en general, muy dificil.

Esto se debe a que la modelizacion de la funcion de respuesta no
se plantea a partir de una especificacion inicial basada en la Teoria
Economica, sino que se impone una estructura dinamica a ciegas, sin
informacion extramuestral, con el solo propésito llegar a un modelo
en el que los residuos sean ruido blanco. Si bien es cierto que esta
manera de proceder garantiza que la forma dinamica introducida
pueda ser aceptable para la muestra empleada, es bastante probable
también que simplifique en exceso las estructuras polinomiales teo-
ricas.

En el modelo verdadero y, por tanto, desconocido, las expresiones

B;(L)j(L)

nos dan la funcion de respuesta de Y respecto a X; y, obviamente,
son iguales a

w;(L)/6;(L),

que es la expresion que se obtiene directamente de (3.8.1). Las
funciones de respuesta coinciden porque, tal y como se ha puesto de
manifiesto al principio de esta seccion, los cocientes f;(L)/a(L) se
simplifican y conducen a los correspondientes cocientes w;(L)/é;(L).

En la basqueda de especificacion y posterior estimacion, sin
embargo, no habra sido en general posible obtener polinomios &(L) y
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B;(L) con la multiplicidad de factores comunes que hay en los
verdaderos a(L) y ;(L), debido a los problemas de multicolinealidad
que esa multiplicidad ocasiona; en consecuencia, es posible que los
cocientes

B;(L)/a(L)

no recojan la correspondiente funcion de respuesta.

La validez de la aproximacion B(L)/&(L) a la funcion de respuesta
teorica dependera de los polinomios 6;(L) y ¢(L) en (3.8.1) y, espe-
cialmente, de que ¢(L) tenga o no raices negativas o complejas.

En efecto, se ha indicado anteriormente que los polinomios §;(L)
deben, en general, imprimir una estructura suave a la funcic’mj de
respuesta, y que para ello puede valer con que tales polinomios sean
de orden uno con raiz positiva. En consecuencia las diferencias entre
los distintos 6;(L) estaran fundamentalmente en la magnitud de la
raiz: cuanto mayor sea ésta, mas corta ser2 la respuesta y viceversa.
Por tanto, 51 en el modelo tedrico (3.8.1) el residuo es ruido blanco, la
aproximacion

a(L)~0,(L)=~=4,(L)

puede ser bastante aceptable, teniendo en cuenta que los polino-
mios f;(L) pueden compensar tal aproximacion alterando la magni-
tud de sus parametros respecto a los teoricos.

Si el residuo, denotado por n,, en vez de ser ruido blanco es
autorregresivo de primer orden, n,=[¢(L)] 'a,, también con raiz
positiva, la aproximacion anterior puede extenderse a &(L)~¢(L), y
continuar siendo muy aceptable la obtencion de funciones de respues-
ta a partir del modelo (3.10.4) estimado. De hecho en este caso
(3.10.4) es preferible a efectos de estimacion.

Sin embargo, si el término residual estacionario en (3.8.1) tiene
una estructura temporal muy oscilante, reflejando la existencia de
oscilaciones en la variable dependiente que se deben a variables
omitidas, su modelizacion requerird esquemas autorregresivos de
primer o segundo orden con raices negativas o complejas. En tal caso
el polinomio &(L) estimado puede venir dominado por la estructura
residual, y tener raices que no sean reales y positivas.

En dicha situacion al estimar un modelo del tipo (3.10.4), en el
que el término residual teérico ha sido blanqueado, se esta forzando
a que tal oscilacion se recoja en el polinomio &(L) mediante raices
negativas o complejas, que generaran funciones de respuesta osci-
lantes. Para las variables en las que la funcion teorica de respuesta
sea corta, tal oscilacion temporal no sera importante. Pero en varia-
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bles con funcion tedrica de respuesta larga, la distorsion del polino-
mio &(L) puede ser importante y provocar la aparicion de polinomios
B;(L) con parametros que generen un mayor impacto inicial en la
funcion de respuesta.

En conclusion, se puede decir que cuando no se tenga informacion
para formular el modelo en forma de funcion de transferencia, la
formulacion en términos de ecuacion en diferencias finitas estocastica
permitird una explicacion adecuada de los datos. Ahora bien, la
posibilidad de recuperar funciones de respuesta a partir de tal estima-
cion dependera de la naturaleza del elemento residual tedrico (varia-
bles omitidas), y de la similitud de las estructuras autorregresivas de
las distintas funciones teoricas de respuesta correspondientes a cada
una de las variables explicativas.

Cuando no existe informacion para especificar la dinamica es
conveniente que la formulacion dinamica inicial proporcione un
residuo ruido blanco. En otras palabras, se ha de llegar, en el caso
de una sola variable explicativa, a un modelo del tipo (3.10.3), y no
simplemente a un modelo como (3.10.2), en el que los residuos son
meramente estacionarios. Esto ualtimo, como punto de partida, es
peligroso, pues esa dinamica residual puede no ser tal, sino una forma
restringida —y por tanto incorrecta en general— de poner mayor
dinamica en la relacion entre X e Y*°.

Como conclusion de la discusion que antecede se puede decir que
cuando existe informacion a priori sobre las funciones de respuesta
es conveniente construir los modelos econométricos a partir de la
formulacion en términos de funciones de transferencia. Si la informa-
cidn a priori no existe, el modelo econométrico todavia se puede
formular blanqueando el término residual, es decir, empleando una
estructura dinamica que genere residuos que sean ruido blanco. En
ambos casos se estara partiendo de una especificacion dinamica inicial
general, sobre la que apoyar el procedimiento secuencial de contras-
tacién de hipotesis de Anderson (1971), y se llegara, normalmente,
a un modelo final mas simple. Si se han empleado funciones de
transferencia este modelo final podra interpretarse en términos de
funcidn de respuesta; en caso contrario puede ocurrir que tal inter-
pretacion no sea posible.

Un ejemplo de modelo dindmico planteado como una ecuacion

40 Una exposicion simple de este problema basada en los trabajos de Sargan,
Hendry y Mizon se encuentra en Espasa (1978a). En este trabajo se sefiala también
que la estructura dinamica residual, cuando es plenamente valida en el proceso de
construccion del modelo, supone una forma eficiente de recoger factores comunes
i?gg;lFAC) en los polinomios a(L) y B(L); sobre esto ultimo veéase Hendry y Mizon
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en diferencias finitas estocéastica se encuentra en la ecuaciéon ex-
plicativa de la inversion de Andrés et al (1990). En este trabajo todo
el proceso de busqueda de especificacion dinamica, estimacion y
validacion se realiza adoptando desde el principio una formulacion
del tipo (3.10.4).

El modelo finalmente estimado es (pagina 153):

(1-0,46L +0,25L>)1,= —2,73+ (2,72~ 1,85[?)Y,_ , +
+(2,29—2,29L)CU, + (—1,54+0,43L) (C/P),_, +
+(—0,74+1,48L—0,7412)7, +q, (3.10.5)

donde I representa el logaritmo de la inversion productiva priva-
da, Y el logaritmo del PIB, CU el logaritmo del grado de utilizacién
de la capacidad productiva, (C/P) el coste de uso del capital y 7 la
tasa de inflacion del deflactor del PIB.

El polinomio asociado a la variable endégena tiene raices com-
plejas que recogen un movimiento ciclico de periodo 5,74 afios y
factor de amortiguamiento 0,50. Notese que este ciclo va a estar
presente en todas las relaciones dinamicas de la inversion con las
variables explicativas. Asi por ejemplo, el polinomio temporal asocia-
do a la renta viene dado por el desarrollo del cociente de polinomios

(2,72—1,85L*)L/(1 —0,46L +0,2512) (3.10.6)

cuya representacion figura en el grafico 3.3.

En el ejemplo que nos ocupa las variables explicativas no son
exogenas y, por tanto, el concepto de funcion de respuesta, con sus
correspondientes multiplicadores, carece de sentido. En cualquier
caso, (3.10.6) recoge la relacion dinamica entre inversion y PIB en la
ecuacion determinante de la inversion, y todavia cabe preguntarse si
(3.10.6) esta recogiendo adecuadamente la correspondiente relacion
dinamica tedrica o si, por el contrario, la estimacion que aparece en
(3.10.6) se debe a: a) no haber especificado un componente residual
autorregresivo; o b) a que sea(n) alguna(s) de las otras variables expli-
cativas la(s) que requiere(n) una dinamica oscilante y, por tanto, la
impone(n) al polinomio autorregresivo de la variable dependiente.

A la pregunta anterior se puede intentar responder volviendo a
estimar el modelo. Supongamos que se ha estimado y validado el
siguiente modelo:

a(L)Y,=B, (L)X, +B,(L) X3 +a, (3.10.7)

y se presenta la duda de si a(L) es comun a todas las funciones
dinamicas, la de las dos variables explicativas y la residual, o solo
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GRAFICO 3.3. Funcion de respuesta de la inversion ante un cambio de tipo impulso en
la renta.

Efecto

3

-3

corresponde a alguna de ellas. En concreto, supongase que se sospe-
cha que no debe entrar en la relacion dinamica con el primer regresor.
En tal caso se podria estimar el modelo

B,(L)
a(l)

al
(L)’

=BT (L)X + Xat

con la restriccion de que los denominadores polinomiales de X, y
de la innovacion sean iguales.

Para concluir este epigrafe conviene hacer otra puntualizacion
sobre las relaciones dinamicas. En el caso de variables exogenas a los
polinomios w;(L)/6;(L) se les ha interpretado como una funcién de
respuesta, pero esto es correcto si la variable explicativa X; es la
variable tedrica correspondiente. Si no es exactamente asi, el polino-
mio w;(L)/6;(L) se puede interpretar como la transformacion que hay
que operar sobre X; para aproximar mejor a la variable teorica. En
concreto, si la verdadera variable explicativa, X¥, tiene un comporta-
miento muy suave, pero la variable X; disponible tiene, por ejemplo
debido a la forma de medirla, una evolucion con una oscilacion que
no esta presente en X ¥, el polinomio w;(L)/é;(L) —o parte de él— se
podria interpretar como el filtro necesario para pasar de X; a X¥.
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3.11. Cointegracion y mecanismo de correccion del error

Durante la década de los setenta se produjo un cierto debate entre
determinados econometras y los analistas de series temporales, cen-
trado en la especificacion de modelos referidos a variables no estacio-
narias.

La postura de estos ultimos era la siguiente: si X, y Y, son series
integradas de orden uno, es decir, X,, ¥, no son estacionarias pero
AX, y AY, si lo son, entonces en una relacion del tipo

Y,=0o(L)X,+N,

puede ocurrir que N, sea integrada de orden uno.

Esto se manifestaba en el llamado problema de las regresiones
espureas: Granger y Newbold (1974), incidiendo en un tema que ya
habia apuntado previamente Yule (1926), mostraron como era posible
obtener regresiones con un coeficiente de determinacion R? muy alto
relacionando variables independientes, sencillamente por el hecho de
que ambas fueran no estacionarias. En ese caso el estadistico Durbin-
Watson era muy bajo, indicando la alta correlacion muestral positiva
en los residuos el caracter no estacionario de éstos®*’.

En la literatura econométrica de la época®? era corriente encon-
trar ecuaciones con un R? muy alto y un estadistico dw pequefio, lo
que parecia sefialar que muchas de las relaciones que se presentaban
eran casos similares al tratado por Granger y Newbold en el trabajo
anteriormente mencionado. Esto ademas coincide en el tiempo con la
verificacion de que modelos univariantes sencillos tenian una capaci-
dad predictiva superior a la de muchos macromodelos econométricos
pese a manejar mucha menos informacion®’, lo que daba pie para
pensar que estos macromodelos estaban incorrectamente especificados.

Como consecuencia de todo ello en la segunda mitad de los afios
setenta aparece una corriente que propone relacionar exclusivamente
variables estacionarias. Tales autores propugnaban que en aquellas
aplicaciones en que se manejasen variables no estacionarias, se toma-
sen previamente las diferencias necesarias para obtener variables
estacionarias**.

Esta postura fue contestada desde la perspectiva econométrica en
una serie de trabajos que desarrollan las ideas expuestas origi-

4! Sargan (1979) y Sargan y Bhargava (1983) desarrollan el contraste de la
estacionariedad de los residuos a partir del estadistico Durbin-Watson.

42 Véase por ejemplo Hickman (1972).

43 Véase Nelson (1972).

44 Pierce (1977) sirve como ejemplo al tipo de conclusiones que se pueden llegar
con dicha forma de proceder.
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nalmente en Sargan (1964). En efecto, para que la propuesta de
diferenciar previamente las variables resultase recomendable con ca-
racter general, tendria que ocurrir que cuando la relacion se plantease
en niveles se obtuviera siempre un residuo integrado del mismo orden
que las variables consideradas. No obstante, en muchas ocasiones no
sucede asi, pues se tiene que al relacionar variables integradas de
orden uno se originan residuos inequivocamente estacionarios; y esto
entra en contradiccion clara con la propuesta de aquellos analistas
de series temporales que defendian que solo se relacionaran variables
estacionarias. Es mas, en tal situacion formular el modelo sobre
variables diferenciadas seria incorrecto, pues generaria residuos con
una media movil no invertible.

La aportacién de Sargan (1964) paso a ser mas conocida con el
trabajo de Davidson et al. (1978), en el que se criticaba el enfoque
de series temporales explicando mas detalladamente que la diferencia-
cion previa eliminaba la informacion sobre el comportamiento de
largo plazo o tendencial de las variables, con lo que se perdia una
parte importante de la informacion contenida en los datos.

Finalmente Granger (1981) introduce el concepto de cointegracion
y con ¢l se establecen las bases para realizar un tratamiento matemati-
co-estadistico profundo del tema, y que ha servido para aproximar
posturas. La cointegracion vuelve a traer a primera linea muchas de
las ideas que expuestas en Sargan (1964), y que ya habian formado
el nucleo de las criticas contenidas en Davidson et al. (1978).

Sean X, Ydos variables integradas de orden uno: se dice que estan
cointegradas cuando existe una combinaciéon lineal, de la forma
a, X +a,Y, que es estacionaria. En general, si X, Y son integradas
de orden d, I(d), entonces presentaran cointegracion de ordenes d y
b, CI(d,b), si existe una combinacion lineal de ambas que sea inte-
grada de orden d—b, 0 <b<d.

Como ya se dijo en el capitulo anterior, a lo largo de todo el libro
solo se consideran procesos I(d) con d un numero natural, lo que
excluye los modelos con diferencias fraccionales. Por lo tanto todo el
analisis de la cointegracion también se limita al caso en que tanto d
como b son numeros naturales.

Si dos variables estan cointegradas, su comportamiento a largo
plazo estd relacionado. Asi, si X e Y son dos tipos de interés a
distintos plazos que se generan en mercados eficientes, entonces lo
mas probable es que por separado sean variables (1), con todo lo
que ello acarrea: un nivel medio cambiante, incertidumbre sobre el
futuro no acotada, etc. En este caso, la Teoria Econdmica sugiere, y
varios estudios empiricos parecen confirmarlo, que el diferencial
X —Y, una relacion lineal en la que a, = —a, =1, sigue una evolucion
estrictamente estacionaria. Por lo tanto, ambas vanables guardan una
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relacion similar a largo plazo o, en otras palabras, existe una relacion
de equilibrio entre los dos tipos de interés que se mantiene en el largo
plazo, de modo que sobre el diferencial entre ambos hay una incerti-
dumbre futura acotada, sin importar la lejania en que se sitie en el
futuro.

La cointegracion CI(1, 1) es la que ha sido mas tratada en la
literatura especializada, y sobre ella se basara el desarrollo de este
tema, de modo que cuando se hable de cointegracion y no se exprese
lo contrario se supondra que se trata de variables CI(1, 1). Al final de
esta seccion se haran una serie de comentarios para la extension de
la cointegracion a series economicas que sean I(2).

Para que dos variables estén cointegradas con orden CI(l, 1), ha
de existir una descomposicion de ambas series del tipo:

Y=aW +1Y,

X, =W+ X1

en dgnde ‘Y,, y X,, son variables 1(0) y W, es I(1). Es decir, la no

estacionariedad de X, y Y, viene generada por un factor comun W,.
A partir de aqui es inmediato comprobar que si definimos Y,—aX,,

una combinacion lineal de la forma a, X,+a, Y, cona,= —aya,=1,

se tiene que

Y—aX =aW + Y, —a(W+X,)=Y,~aX, =n,
que por definicion es estacionaria. Por lo tanto
Y=aX,+n,

y el largo plazo de Y viene plenamente explicado por el largo
plazo de X.

Esta simplificacion se generaliza, y si las variables son CI(d, d)
ocurre que el largo plazo de una variable viene plenamente explicado
por el largo plazo de la otra. A la cointegracion CI(d, d) se le puede
denominar cointegracion plena, para distinguirla de la cointegracion
Cl(d, b) con b<d, que se caracteriza porque en la relacion

Y,=aX,+N,

N es I(d—b) y por tanto no estacionario. En este caso el largo plazo
de Y, no viene plenamente explicado por X,, ya que el elemento N,
contribuye también a dicho largo plazo. No obstante, X, tiene una
contribucion decisiva —aunque no plena— en el largo plazo de Y,
ya que X, es de orden de integracion 4 superior al orden d—b de N,.
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La cointegracion se observa con muchas variables economicas:
por ejemplo, en el caso espafiol Andrés et al. (1990) observan cointe-
gracion entre la inversion, el PIB y el coste de uso de capital con
datos anuales. Dolado y Escriva (1992) encuentran cointegracion
entre el nivel de precios, el producto interior bruto, la masa moneta-
ria, la inflacion y los tipos de interés.

Desde el punto de vista estrictamente economico, el estudio de la
existencia o no de cointegracion entre las variables del analisis es uno
de los resultados basicos del proceso de modelizacion, ya que lo que
se analiza es hasta qué grado se ha conseguido captar el comporta-
miento a largo plazo de la variable a explicar mediante las variables
explicativas que se han considerado en el proceso de modelizacion.

Conviene recalcar aqui que si se estan considerando dos variables
X e Y, el que no se detecte ninglin tipo de cointegracion entre ambas
no indica necesariamente que las dos variables no estén relacionadas
a largo plazo mediante una relacion de equilibrio. Si en dicho
equilibrio a largo plazo interviene una tercera variable Z que no se
ha tenido en cuenta, entonces es evidente que la perturbacion esta
reflejando esa omision y por lo tanto no sera estacionaria.

Precisamente por eso el que al final se tenga un residuo no
estacionario se puede tomar como indicacion de que se ha omitido
una variable relevante.

Una caracteristica importante de los sistemas formados por varia-
bles cointegradas es que admiten la llamada representacion en térmi-
nos del mecanismo de correccion del error (MCE)*®: sean dos variables
X, Yque son CI(1, 1), y supongase sin pérdida de generalidad que la
relacion de cointegracion o de largo plazo es Y,—gX,. Si su relacion
dinamica viene recogida por el modelo en términos de ecuacion en
diferencias finitas (3.10.3), que para mayor comodidad en la ex-
posicion se vuelve a recoger aqui

a(L)Y,=B(L)X,+a, (3.11.1)
se tiene que dicha relacion a largo plazo es

_B)

h=am e

45 El mecanismo de correccion del error fue propuesto originalmente en Phillips
(1957) y Sargan (1964). Este resuitado se deduce del teorema de representacion de
Granger: véase Engle y Granger (1987). Véase también Escribano (1990) y demas
articulos recogidos en el volumen monografico de Cuadernos Econémicos de ICE
(numero 44), y Dolado (1990, 1992a,b).
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Llamando f a la ganancia —pB(1)— del poli .
. 1 polinomio B(L),
ganancia —o(l)— del polinomio a(L), tenemos que B(L), y aala

g=p/
es la ganancia a largo plazo de X sobre Y. En lo .
; ; : suce :
un polinomio a(L) llamaremos a a su ganancia, a(l). sivo, dado

Para formular (3.11.1) en términos del mecanismo de correccién

del error observese que cualquier polinomio a(L) se puede escribir
como

a(L)=a+a*(L) (1-L) (3.11.2)

Para ello sélo hay que arreglar los términos a la derecha de (3.11.2)
para que se cumpla la igualdad. .

En (3.11.2) el polinomio a*(L) (1 —L) tiene ganancia nula; a* (L),

que se .aphca sobre una serie diferenciada, recibe el nombre de
polinomio dindmico transitorio.

Como ejemplo de lo anterior, sea
alLy=1—a,L—a,I?,
su ganancia es

a=1—a,—a,,

y la formulacién (3.11.2) toma la forma:
a(L)=a+(1-L) [(a, +a,)+a,L].
Sien (3.11.1) se formula (L) como
a(L)=1—La(L)
y se escribe @(L) utilizando (3.11.2) se obtiene
a(Ly=1—La—La*(L) (1—L) (3.11.3)

Utilizando (3.11.3) y escribiendo f(L) de acuerdo con (3.11.2), el
modelo (3.11.1) se puede escribir como

Y,=aY,_,+a*(L)AY,_, +BX,+B*(L)AX,+a,. (3.11.4)
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Restando a ambos lados de (3.11.4) Y,_,, y sumando y restando

BX,_, en el término de la derecha de (3.11.4) y reagrupando términos,
se obtiene

AY,=a*(L)AY,_,+ BAX, +p*(L)AX,—
—(1—&)(X_,—I—§EX,_1>+a, (3.11.5)
Es inmediato comprobar que en (3.11.5)
BI(1—a)=pla=g,
con lo que denominando
pr*(L)=p*(L)+B

se tiene que

Y, —gX,1+a, (3.116)

(A) AY=E*(L)AY, ;4 FHDA

que es la formulacion del modelo (3.11.1) en términos de meca-
nismo de correccion del error.

En (3.11.6) todas las variables que entran en el modelo son esta-
cionarias. En este modelo se explica el incremento de Y, en funcion
de una estructura dinamica sobre incrementos pasados y presente de
X e incrementos pasados de Y, mas la desviacion de Y,_, respecto a
la ganancia total g aplicada a X, _ ;. El modelo (3.11.6) aparentemente
recoge una relacion de X e Yen diferencias, pero realmente no es asi,
ya que en (3.11.6) se puede despejar Y, y obtener el modelo original
(3.11.1): que (3.11.6) recoge una relacion entre niveles viene ex-
plicitamente sefialado por la presencia de las variables en niveles Y,_,
y X,_,. El modelo (3.11.6) es una formulacion estacionaria de una
relacion de variables no estacionarias, haciendo uso de la restriccion
a largo plazo que las liga a ambas por el hecho de estar cointegradas.

Este modelo pone de manifiesto que cuando hay mas de una
variable y hay cointegracion la transformacion estacionaria no se
logra diferenciando, sino que requiere la inclusion del mecanismo de
correccion del error junto con términos en diferencias.

La plena cointegracion conlleva que los residuos del modelo
(3.11.1) sean estacionarios*®, lo que implica a su vez que una formula-
cion del modelo (3.11.1) sobre variables diferenciadas conduciria a un

46 QObsérvese que con variables I(1) la cointegracion, si existe, siempre es plena.
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modelo con una media moévil no invertible en los residuos. Habiendo
plena cointegracion no se puede formular un modelo invertible usan-
do solo variables diferenciadas: la presencia de cointegracién exige
que la formulacion estacionaria incluya variables en niveles, y la
formulacion en términos de mecanismo de correccion del error es uno
de los modos mas ftiles de llevarla a cabo.

En conclusion, se puede decir:

1) La ecuacion (3.11.6) expresa una relacion en niveles, ya que.
aparecen ambas variables, X e Y, sin diferenciar.

2) El término Y,_,—gX,_, representa la desviacidn entre el
valor observado de la variable dependiente en t—1 y el valor que
resulta de aplicar la ganancia total al valor de la variable explicativa
en t—1; esta desviacion estd necesariamente afectada por un coefi-
ciente negativo, de tal forma que, por ejemplo, cuando la discrepancia
en t—1 sea positiva, su contribucion al incremento de Y en el mo-
mento ¢ sera negativa.

3) La restante dinamica de la relaciéon estd parametrizada en
términos de AY y AX, que siendo X e Y variables I(1), solo tienen
efectos transitorios sobre el nivel de Y. Por eso se dice que los
polinomios &*(L) y f**(L) junto con el mecanismo de correccion del
error recogen una dinamica transitoria.

Obsérvese que cuando las variables X e Y son cointegradas de
orden CI(1, 1), al menos uno de los modelos uniecuacionales, de X o
de Y, tomara la forma (3.11.6), tal y como se demuestra en el teorema
de representacion de Granger (Engle y Granger, 1987).

Considérese ahora el caso en que X e Y vienen relacionadas por
el siguiente modelo de funcion de transferencia:

_w(L)

Y= 5D Xetm (3.11.7)

en donde si X e Y estan cointegradas CI(1, 1), el residuo n, es
estacionario y se puede suponer que viene generado por el siguiente
proceso ARMA,

m= )
o)

Operando en (3.11.7) se tiene que

At (3.11.8)

donde n* es igual a 6(L)n, y por tanto también es estacionario.
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Procediendo con los polinomios w(L) y 6(L) de forma similar a
como se ha hecho previamente con los polinomios (L) y a(L), se
obtiene para (3.11.8) la siguiente formulacion en términos de meca-

nismo de correccion del error:
(A) AY,=3%(L)AY,_,+w**(L)AX,~6[Y,_; —gX,_j]+n¥, (3.11.9)

g__ )_11

w
=, 1110
5 & )

Asi mismo, formulando la funcion de transferencia como

wiL) _  w' (L)
TR BAT1D)

(1-L), (3.11.11)

donde g viene definida por (3.11.10), se tiene que

X=(g+ %g}—)(l*m) X, +n, (3.11.12)

con lo que restando Y,_, a ambos lados de (3.11.12), y sumando
y restando gX, ., en el término de la derecha de (3.11.12), se obtiene

++ L) - . :

® A=At (ALY
donde

Wt (L)=w* (L) +g5(L). (3.11.14)

Es importante recalcar aqui que (A) y (B) son dos formas alterna-
tivas de representar el mecanismo de correccion del error. Mas
adelante se discutira este punto en detalle, pero la diferencia basica
entre ambas es la asignacion a distintas fuentes, mecanismo de
correccion del error o los polinomios sobre AX, y AY,_,, de la
dinamica transitoria.

Para ilustrar todos los desarrollos que se han hecho hasta este
momento, considérese el siguiente ejemplo donde w(L) y 6(L) son de
orden uno:

_wotw L

Y,= Al
=L Xt (.11.15)
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Las formulaciones alternativas del mecanismo de correccion del error,
representadas en (3.11.9) y (3.11.13), correspondientes a (3.11.15) son:

(A)  AY=woAX,~(1-8,) (Y,_,—gX,_,)+n} (3.11.16)
wo—gd, L
(B) AY,=< ;)—6,;1,) AX—(Yo —gX,_)+n,  (1L17)

En (3.11.16) se tiene que el residuo n* viene dado por

L
n;‘=n,—5,n,_,=n,—6l (Yy—l_*‘;((T))X,_l> (3.”.18)

con lo que, pasando

. w(L)
~(>1 (Yx—l_ —(S(T) Xx—l)

del término nf a los otros componentes que aparecen en el término
de la derecha de (3.11.16), se llega a (3.11.17).

Volviendo a la discusion en términos generales, el mecanismo de
correccion del error se puede formular de mas de una manera también
para el modelo (3.11.1). Hasta el momento se ha expresado dicho
mecanismo para este tipo de modelos en lo que hemos llamado la
forma (A) —véase (3.11.6)—; pero siguiendo un desarrollo similar al
que nos permiti6 pasar de (3.11.9) a (3.11.13), seria igualmente
factible expresar el mecanismo de correccion del error correspondiente
a (3.11.1) como

L)
(L)

AX,— (Yo —gX, )+ —2_, (3.11.19)

(B) )

que es el equivalente de (3.11.13) para los modelos formulados como
ecuacion en diferencias finitas estocastica, y en donde

Bt (L)y=p**(L)—gLa*(L)=p" (L) +ga(L)
a(L)=1-La(L).

en donde B* (L) se ha obtenido aplicando (3.11.11) a B(L)/a(L).
Asi, por ejemplo, para el modelo

(1—a, L) Y,=(Bo+ B, L)X, +aq, (3.11.20)
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las dos expresiones mencionadas del mecanismo de correccion del
error son:

(A AY=BoAX,—(1-a) (Y- ~gX, 1) +a, (3.11.21)
Bo—ga; L a,

= AX,—(Y,_,—9X,_ _ 3.11.22

B)  AY=S S AX (G mgXe )t g (G112

El resumen 3.1 recoge de manera sucinta las diferentes formulacio-
nes consideradas.

El desarrollo anterior ha permitido llegar a dos formas de expresar
el mecanismo de correccion del error, que para distinguirlas denomi-
naremos (A) y (B):

(A) Formulacion con un residuo que corresponde al residuo del
modelo puesto en términos de ecuaciones en diferencias finitas, y un
mecanismo de correccion del error cuyo coeficiente es la ganancia del
polinomio del denominador de la funcion de transferencia en niveles
cambiada de signo*’.

En (3.11.1) tal residuo es ruido blanco, y la formulacion (3.11.6)
en términos de mecanismo de correccion del error tiene un residuo
que es ruido blanco. En (3.11.8) se ha partido de un modelo en que
el residuo —n*— no es ruido blanco y su correspondiente mecanismo
de correccion del error (3.11.9) tiene como residuo nf. En tales casos
el mecanismo de correccion del error tiene un coeficiente en valor
absoluto menor que la unidad. Ejemplos de esta formulacion se
encuentran en (3.11.21) y (3.11.16).

En la formulacién (A4) es importante partir de un modelo en el
que los polinomios Y; y X, no tengan raices comunes. Si las hay
convendra pasarlas al término residual, en cuyo caso no sera ruido
blanco. Para mantener los polinomios de Y, y X, como primos es por
lo que en (3.11.8) se utiliza el residuo nF. Si tales polinomios son
primos la formulacion (A) se realiza explicitando dos parametros de
especial interés: la ganancia g en la relacion a largo plazo y la
ganancia del polinomio en el denominador de la funcion de trans-
ferencia —o en el caso del modelo (3.11.1) y 4 en el modelo (3.11.8)—.
Esta Gltima ganancia es importante porque, tal y como se ha visto
en la seccion 3.9, es la que determina la rapidez o lentitud con que
la variable Y acaba incorporando un cambio en X.

(B) Formulacion con un residuo que recoge las desviaciones de
Y, sobre la funcion de transferencia respecto a X, y un mecanismo de

47 Como se explica mas adelante es importante que este polinomio no tenga
factores comunes con el del numerador.
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2. Modelo de funcion de transferencia

W) | o
: };_ 5(L)X+n R (3.11.7)
MLY=wL)X A5 (I8

AY 5*(L)AY 1+w"‘*(L)AX (1 6)[Y gx, 1]+n,
(3 119).-

5(L)— 1 —L(S(L)
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correccion del error con coeficiente igual a menos uno. La expresion
(3.11.19) recoge esta formulacion para el modelo en términos de
(3.11.1) y la expresion (3.11.13) para el modelo en la forma (3.11.7).
Ejemplos concretos de esta formulacion se en cuentran en (3.11.22) y
(3.11.17). En la formulacion (B) la ganancia del denominador de la
funcion de transferencia no se explicita, pues dicho polinomio no se
pierde en (B), sino que continia apareciendo en la funcién de
transferencia sobre AX,.

La formulacion (A) del mecanismo de correccion del error es
preferible cuando hay que estimar el modelo, por los argumentos
mencionados previamente sobre la mayor sencillez de estimar un
modelo en forma de ecuacion en diferencias finitas estocastica, respec-
to a la estimacion de la forma en funcion de transferencia. Ademas,
si B(L) o w(L) son de orden s y sus correspondientes polinomios a(L)
o 6(L) son de orden r y s<r, entonces el nimero de parametros de la
formulacion (B) es 2r y por tanto mayor que s+r, con lo que en
p+r*+(L) o w**(L) existen restricciones que hay que tenerlas en
cuenta en la estimacion.

Las formulaciones del mecanismo de correccion del error sirven
para poner de manifiesto que en la evolucion de Y existe una
trayectoria de largo plazo, la que se obtiene despejando Y en el
mecanismo de correccion del error, y una dinamica transitoria sin
efecto a largo plazo, recogida por los polinomios sobre AY,_ |, AX,
y el mecanismo de correccion del error.

Al mecanismo de correccion del error se le puede asignar un
coeficiente igual a — I, o un coeficiente también negativo pero menor
en valor absoluto, dependiendo de qué formulacion se considere.
Seglin sea este coeficiente asi seran los efectos sobre AY, de la
dinamica transitoria debida a los polinomios sobre AY,_, y AX,,
ya que el efecto global ha de ser el mismo en ambos casos. Por ello
no es facil darle al coeficiente del mecanismo de correccion del error
una interpretacion economica, ya que depende de la division concreta
de los efectos transitorios por la que el analista haya optado. En
ausencia de informacion extramuestral que imponga una especifica-
cion concreta de la dinamica transitoria, cualquier interpretacion esta
condicionada a la formulacion de la misma que el analista sub-
jetivamente haya considerado preferible presentar.

Lo anterior se ve claramente con un ejemplo Sea el modelo
(3.11.20) con sus formulaciones (A) y (B) del mecanismo de correccion
del error recogidos en (3.11.21) y (3.11.22). Supdngase que X e Y son
variables I(1) y que hasta -2 el sistema esta en equilibrio,

X=X
Y=gX°=Y°
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y en t—1 la variable X sufre una perturbacion unitaria transitoria,
de modo que en ¢ vuelve al valor X°. Con ello, a partir de (3.11.20),
observando que los residuos son cero, se tiene

Y:—l =Ye+ﬂ0
Y=Y+« B,+5,
Yx+1=Ye+a%ﬁo+alﬁl

Yo=Y +o{* Bo+ai B,

(3.11.23)

Como |a,|<1, Y4, tiende a Y° cuando k tiende a infinito.
En (3.11.23) se observa que la desviacion de Y, sobre su valor de
equilibrio, Y, debido a la desviacion sufrida por X en t—1 es

ok (o, B, + B,), con lo que

AY = —a)of (2, By +B,)=
=(1—a)akfo—(1—a)at 1B, (3.11.24)
En el cuadro 3.4 se recoge como explican las formulaciones (A) y
(B) los valores de AY,. En €l se observa que en la formulacién (A) muy
pronto toda la explicacion descansa exclusivamente en el mecanismo
de correccion del error. Sin embargo, la formulacion (B) considera
que hay una relacion dinamica a corto plazo entre X e Y ademas de
un efecto unitario del mecanismo de correccion del error. En ambos
casos, la esperanza matematica

EQAY/I,-,, X))

donde I,_, recoge toda la informacion hasta t, es, obviamente, la
misma y la posible cuestion es como contribuyen a ella el mecanismo
de correccion del error y la restante dinamica transitona del sistema.

Las formulaciones (A) y (B) indican que esa division en como
explicar AY,,, no es unica y que, por tanto, la forma elegida puede ser
arbitraria. De hecho, en el ejemplo el equilibrio se volvera a recobrar
cuando de nuevo AY sea cero, pero los valores de AY son exactamente
los mismos en (A) que en (B), por lo que ambos modelos se acercan
igual —como no podia ser de otra forma— al equilibrio.

Por tanto, el como se formule el mecanismo de correccion del
error no parece tener ningun significado econdmico especial. El
acercamiento al equilibrio, como ya se ha indicado y se discutio con
detalle en la seccion 3.9, depende bdsicamente del denominador de
la funcion de transferencia en niveles.

La formulacién (A), correspondiente a un modelo en el que los
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(Bo+B1LYX,+a, ante un cambio transitorio en X ocurrido en t— |

CUADRO 3.4. Explicacion de la evolucion de Y en (1—2,L)Y,
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(a) El mecanismo de correccion del error no actua desde ¢l principio.
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polinomios sobre Yy X no tienen factores comunes, recoge en el
coeficiente del mecanismo de correccion del error la ganancia, con
signo cambiado, de dicho polinomio. La formulacion (B) mantiene
dicho polinomio en la funcién de transferencia que incluye sobre
AX,. Pero en ambos casos hay que tener presente que el equilibrio
se alcanza en variables CI(1,1) cuando AY colapsa a cero si las
variables son I(1,0), o aun valor fijo, que no se altera por las
perturbaciones que sufre el sistema, si las variables son I(1,1).

El mecanismo de correccion del error tiene la ventaja de incorpo-
rar mas informacién al modelo explicitando la relacion de largo plazo
entre las variables, pero no incorpora informacion alguna sobre la
dinamica transitoria. Esta informacion tiene la ventaja de poder res-
tringir facilmente el modelo para que g tenga un valor dado por
la Teoria Econémica, por ejemplo la unidad. De hecho la formulacion
del mecanismo de correccion del error en Sargan (1964) se realiza
principalmente para imponer una elasticidad unitaria (g=1) a largo
plazo entre precios y salarios, en un modelo de determinacion de los
salarios nominales.

El ejemplo recogido en el cuadro 3.4 pone también de manifiesto
que sin haberse modificado el largo plazo de X —ya que a partir d¢
¢ vuelve al valor de equilibrio— v, por tanto, sin haberse modificado
el largo plazo de Y, el mecanismo de correccion del error puede estar
operando durante bastante tiempo.

Supoéngase en el ejemplo anterior que X viene generada por un
sendero aleatorio. En t—1 se estimaria que el largo plazo de X se
habia modificado de forma permanente, ya que su esperanza condi-
cional a largo plazo pasaba a ser X°+ 1. Sin embargo, el mecanismo
de correccion del error no actua en ese momento en ninguna de las
dos formulaciones expuestas anteriormente. Por el contrario, en ¢ el
largo plazo de X vuelve a ser el de siempre en el ejercicio utilizado,
X¢, y es a partir de ese momento cuando se desencadena el efecto del
mecanismo de correccion del error.

Lo anterior pone de manifiesto que gX,_, no es en sentido estricto
el valor a largo plazo de Y, pues X,_, no es, en general, el valor a
largo plazo de X 48. Esto sugiere que, al menos en el caso en que X
es fuertemente exdgena, el mecanismo de correccion del error podria
formularse utilizando en cada momento t el valor de largo plazo de X,
estimado como la esperanza matematica a largo plazo de X condicio-
nal a la informacion hasta ¢ a partir, por ejemplo, del modelo ARIMA
que genera a X. Esto supondria incorporar mas informacion en el

modelo y, por tanto, tal formulacién podria ser mas eficiente.

“8 X,_, es el valor de largo plazo de X tal y como se estima en t—1 en
el caso en que X venga generada por un sendero aleatorio.
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La prese_ncia de variables no estacionarias plantea problemas a la
hora de estimar un modelo sobre las variables en niveles, ya que
aunque los coeficientes de la relacion a largo plazo se estiman de
forma supercon§isteme (Stock, 1987), la inferencia sobre los mismos
es compleja debido a que los estimadores no siguen las distribuciones
asintoticas habituales. Estudiar la problematica de la estimacion en
tales casos supera con mucho los objetivos de este capitulo, si bien
en la seccion siguiente se realizan una serie de comentarios al res-
pecto.

Aqui, baste seiialar que cuando las variables explicativas son
fuertemente exogenas entonces el modelo, tanto formulado en niveles
como en mecanismos de correccion del error, se puede estimar por
procedimientos uniecuacionales de minimizar la suma de cuadrados.
Ademas los estimadores tienen las propiedades optimas y se pueden
aplicar los procedimientos habituales de contrastacion de hipotesis.

Hasta ahora so6lo se ha hablado de cointegracion plena CI(1,1).
Cuando las variables son 1(2) la cointegracion puede ser de dos tipos,
CI(2,1) y CI(2,2). Pero aun cifiéndonos a la cointegracion plena
CI(2,2), los problemas son mas complejos que los mencionados hasta
ahora, ya que la cointegracion plena puede requerir que en la relacion
de cointegracion aparezca una misma variable en niveles y en prime-
ras diferencias. Cuando en dicha relacion de largo plazo aparecen
también las primeras diferencias, se dice que hay cointegracion poli-
nomial. Este es, por ejemplo, el caso de cointegracion encontrado en
el trabajo mencionado anteriormente de Dolado y Escriva (1992), en
donde en la relacion de cointegracion entran los precios y sus
primeras diferencias (inflacion).

El andlisis de la cointegracion en el caso 1(2) esta poco desarrolla-
do, véase Johansen (1991b) y Dolado (1992a,b). No obstante, pueden
darse también relaciones de cointegracion entre los niveles de las
variables solamente -—cointegracion sin cointegracion polinomial—,
en cuyo caso los modelos de esta seccion serian sin duda adecuados,
y siendo las variables fuertemente exdgenas no se presentarian pro-
blemas especiales de estimacion y contrastacion. No obstante, las
formulaciones (A) y (B) no constituiran auténticas formulaciones en
términos de mecanismo de correccion del error, pues si bien el factor
(Y-gX),_; es el mecanismo de correccion del error, la variable de-
pendiente, AY,, y AX, no son estacionarias.

Cuando esto ocurra no habra que preocuparse si las variables con
crecimiento sostenido son I(1,1) o I(2,0). Los resultados sobre mode-
los en niveles con variables exdgenas se pueden justificar adecuada-
mente tanto si realmente las variables son I(1,1) como si son I(2,0).
Esto es importante porque tal y como se deriva del trabajo de
Maravall (1992) sobre extraccion de sefiales, se tiene que «desde el
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punto de vista de la estimacion la tendencia I(2) serd indistinguible
de un modelo I(1) con deriva».

Siendo cierto lo dicho en los dos parrafos anteriores, hay que
advertir que aunque las variables sean exdgenas si son [(2) la
formulacion del modelo debe ser muy cuidadosa, ya que se puede
requerir, como en el caso indicado de Dolado y Escriva (1992), el
empleo de niveles y primeras diferencias. Detectar tales relaciones no
es facil, y en tal caso el basar el analisis econométrico en los resul-
tados de la Teoria Economica resulta esencial.

3.12. El planteamiento de informacion limitada
en sistemas cointegrados

Cuando un sistema de ecuaciones incorpora variables endogenas
no estacionarias que estan cointegradas“®, los problemas que apare-
cen respecto a sistemas estacionarios son varios. Phillips (1991)
realiza un excelente tratamiento de esta cuestion. Los principales
resultados de dicho trabajo se pueden resumir asi.

1) Es importante que la estimacion de sistemas cointegrados se
realice incorporando la informacion sobre las raices unitarias pre-
sentes. Con ello los estimadores tiene propiedades asintoticas opti-
mas, y los contrastes de hipotesis pueden realizarse mediante los
procedimientos habituales.

2) Por el contrario, si las raices unitarias se estiman como unos
parametros mas del sistema, se obtiene que las distribuciones asintoti-
cas necesarias para la inferencia no son distribuciones de tipo estan-
dar, con lo que es necesario tabular tales distribuciones. En dichas
tabulaciones hay que temer en cuenta el efecto de los parametros
molestos (nuisance parameters), que ademas tienen que ser estimados.
En tales casos no se dispone de una teoria asintotica optima aplicable.

3) En la estimacion e inferencia de sistemas cointegrados lo
importante no es la forma precisa de especificar el modelo, por
ejemplo en la forma de mecanismo de correccion del error, sino la
incorporacion de la informacion sobre raices unitarias, que también
se puede realizar especificando las variables dependientes de cada
ecuacion en niveles y las explicativas en niveles y diferencias.

4) La formulacién de modelos de informacion limitada, incluso
modelos uniecuacionales, es posible y relativamente facil en sistemas
en los que solo aparecen las relaciones a largo plazo, es decir, que no

4% Si no hay ninguna relacion de cointegracion entre ellas, diferenciando las
variables se obtiene un sisterna estacionario.
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incorporan una estructura dinamica transitoria. En dichos casos los
mod‘elos' de informacion limitada se formulan incluyendo las variables
explicativas en niveles y en diferencias presentes y pasadas. Con tales
modelos se pueden obtener estimaciones optimas de las relaciones
a largo plazo o relaciones de cointegracion.

5) Si estos sistemas incluyen una formulaciéon dinamica tran-
sitoria ademas de las relaciones de largo plazo, la reformulacion
necesaria para la construccion de modelos de informacion limitada
optimos puede ser muy compleja, asi como requerir también diferen-
ciaciones futuras de las variables explicativas. En tales casos Phillips
recomienda la estimacion semiparamétrica.

6) Para la estimacion optima de las relaciones de cointegracion
solo se requieren estimadores consistentes de los parametros que
recogen la estructura dinamica transitoria, incluso en el caso en que
estos parametros y los de las relaciones de cointegraciéon no tengan
campos de variabilidad independientes entre si.

7) Con fines de estimacion e inferencia el enfoque uniecuacional
solo es valido si las variables explicativas son fuertemente exogenas.

8) Si se aplica un enfoque uniecuacional cuando no se cumple la
propiedad de exogeneidad anterior, se tiene que los estimadores re-
sultantes incorporan los inconvenientes sefialados en el punto se-
gundo. Por elio en sistemas cointegrados el tratamiento simultaneo
es mas apremiante que en el contexto clasico de variables estaciona-
rias.

Respecto a los modelos VAR, la presencia de variables no estacio-
narias y cointegradas tiene las siguientes implicaciones:

a) El problema de no estacionariedad no se puede solucionar
formulando un modelo VAR sobre variables diferenciadas. Esa for-
mulacion es incorrecta ya que omite los términos -—mecanismos de
correccion del error— que recogen las relaciones de largo plazo entre
los niveles de las variables.

b) Si se formula el modelo VAR sobre las variables en niveles, el
modelo no incorpora la informacion sobre las raices unitarias pre-
sentes entre las variables, sino que dichas raices se estiman. En tal
caso los estimadores obtenidos tienen los problemas sefialados mas
arriba en el punto segundo.

¢) La solucién consiste en formular el modelo VAR sobre series
diferenciadas incluyendo los términos correspondientes a los meca-
nismos de correccion del error. Al modelo resultante se le denomina
en ocasiones VECM (Vector Error Correction Mechanism).

Como comentario final se puede sefialar que la teoria de la cointe-
gracion ha proporcionado una terminologia que se ha aceptado y
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sobre todo asumido tanto en econometria como en macroeconomia,
lo que ha servido para establecer una comunicacion mucho mas fluida
entre ambas disciplinas. Ademas, la cointegracion esta sirviendo para
unificar distintas metodologias econométricas. En Granger (ed., 1990)
se recogen una serie de trabajos conducentes a ilustrar el estado actual
de la econometria de series temporales, y en ellos se presentan las
principales metodologias existentes en la actualidad. Pues bien, todas
estas metodologias: (a) de modelos uniecuacionales dinamicos con
mecanismo de correccion del error (LSE), (b) de modelos VAR, o (c)
de ecuaciones simultaneas, estan mostrando una fuerte convergencia
con el desarrolio de la teoria de la cointegracion.

En efecto, la teoria de la cointegracion ha puesto de manifiesto
que la formulacion de modelos simultaneos puede exigir la estimacion
de raices unitarias, lo que conduce a problemas en la estimacion y
sobre todo en la contrastacion a partir de tales estimaciones. Por eso,
la formulacion en términos de mecanismos de correccion del error es
mucho mas interesante, ya que con ellos los problemas anteriores
desaparecen.

Sin embargo, la formulacién que se emplea en la metodologia de
la LSE de modelos de informacion limitada puede ser, en presencia
de variables cointegradas, extraordinariamente mas compleja, con lo
que la formulacion del sistema multiecuacional aparece mas impor-
tante. Este sistema puede ser del tipo VECM mencionado anterior-
mente, que supone una ampliacion de los VAR tradicionales mediante
la incorporacion de mecanismos de correccion del error.

Todos estos puntos aparecen tratados con profundidad en el ex-
celente trabajo de Phillips (1991).

3.13. Uso de modelos economeétricos
en el analisis aplicado

En este epigrafe final se abordaran una serie de cuestiones relacio-
nadas con la explotacion de la informaciéon contenida en un modelo
economeétrico, y su incidencia en la evaluacion de la situacion que
atraviesa el fenomeno de interés. Se ha reservado el estudio de estos
temas para el final del capitulo debido a que el potencial de un
modelo econométrico solo se revela plenamente una vez que se
conocen sus fundamentos.

Las distintas utilizaciones de un modelo econométrico, sea multi-
ecuacional o uniecuacional, en el analisis aplicado se pueden agrupar
en tres grandes apartados: andlisis estructural, prediccion y evalua-
cion de trayectorias alternativas.
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3.13.1. Analisis Estructural

Uno de los fines que muchas veces se persigue en la construccién
de un modelo economeétrico es caracterizar la relacion tedrica que liga
a las distintas variables que lo componen. De ahi que, incluso en
aquellos enfoques mas reluctantes al uso de informacién impuesta a
priori, se hayan .desarrollado procedimientos para aproximar o pro-
poner una o varias estructuras causales posibles en los datos 5.

De manera mas formal, el anilisis estructural se puede definir
como «el uso de un modelo econométrico estimado para medir las
interrelaciones subyacentes del sistema que se considera»'. Esta es
una definicién amplia, ya que basa el analisis estructural en:

1) La estimacion de los parametros de la forma estructural, que
en definitiva no es mas que buscar la contrapartida empirica de
aquellos parametros que caracterizan las relaciones tedricas en que se
ha fundado el modelo. El objetivo en este caso es contrastar una
determinada propuesta o principio tedrico mediante la contrastacion
estadistica sobre un parametro o conjunto de parametros del modelo
economeétrico estructural, ya que éste ha sido especificado de forma
que si sobre los parametros mencionados no se rechaza una determi-
nada hipoOtesis, eso implica que la supuesta teoria es compatible con
los datos, al tiempo que de dicho contraste estadistico puede derivarse
también que otras teorias alternativas quedan rechazadas.

2) La estimacion de los parametros de la forma reducida res-
tringida correspondientes a las variables exogenas, que muestran el
efecto del cambio en una de estas variables sobre las variables endoge-
nas. De entre estos pardmetros destacan los multiplicadores impacto,
definidos en la seccion nueve para el modelo uniecuacional.

3) La estimacién de los parametros de la forma final, para
recoger los multiplicadores acumulados y totales de las variables
endogenas frente a cambios en las exogenas.

En resumen, el objetivo del analisis estructural es claro: poner de
manifiesto la interdependencia de los fenomenos econémicos reales,
tal y como se aproxima por un modelo econométrico que combina
la informacion a priori con la informacion muestral.

30 Véase en la seccion cuarta la discusion sobre la caracterizacion de la estructura
en modelos VAR.
5! Intriligator (1983), pag. 208.
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3.13.2. Prediccion

Una vez se dispone de una caracterizacion del sistema econdémico,
tal y como la resume el modelo econométrico, resulta posible em-
plearla para predecir la evolucion futura de las variables endogenas.

La principal caracteristica de la prediccion econométrica es que
no solo tiene en cuenta la informacion sobre el pasado de la variable
a predecir, sino también los valores que toman cualesquiera variables
que puedan estar relacionadas con ella. Por lo tanto, y al menos a
priori, cabe esperar que la calidad de la prediccion econométrica sea
superior a la que se deriva de los modelos univariantes, ya que se
basa en una caracterizacion del sistema econémico que genera la
variable a predecir y no en una simple extrapolacion del pasado.

Como conclusion, tedricamente la prediccion hecha con un mode-
lo econométrico es preferible a la qué se hace con un modelo
univariante, ya que, como contiene mas informacion, es mas eficiente,
o lo que es lo mismo, la incertidumbre asociada es menor.

No obstante, y ya situados ante un problema practico de pre-
diccion, no se debe olvidar que la construccion de modelos economé-
tricos puede ser, y en general lo es, compleja. Con frecuencia las
variables tedricas que el modelo requiere no se observan —recuérdese
el ejemplo del efectivo en la seccion novena—, y en esas situaciones
no se tienen garantias de que el modelo especificado sea la mejor
aproximacion posible de la realidad.

Esto evidentemente afectara a cualquier uso que se haga del
modelo, y por lo tanto a la prediccion. En tales casos si las ca-
racteristicas de las variables omitidas cambian en el periodo post-
muestral respecto al muestral, las predicciones con dicho modelo
estaran sesgadas.

Existe ademas un problema de indole practico: necesariamente un
modelo econométrico ha de ser mas eficiente que un modelo univa-
riante, ya que incorpora mas informacion. Ahora bien, esto realmente
solo se traduce en una ganancia para la prediccion cuando se conoce
el valor exacto de las variables explicativas. Pero en muchas aplicacio-
nes no sucedera asi, y habra que predecir previamente los valores de
las variables explicativas para llegar a la prediccion de la variable de
interes.

En tal caso la prediccion econométrica pasa a depender de la
calidad de las predicciones de los inputs, y entonces ya no tiene
porqué ser preferible a la prediccion univariante, pues grandes errores
de prediccion de las variables explicativas pueden acumularse e
inducir grandes errores de prediccion en la variable dependiente.

Por ejemplo, supdngase que se trata de explicar la evolucion de
indice de precios al consumo en Espafia, y para ello se construye un
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modelo econométrico uniecuacional donde se proponen como varia-
bles explicativas una medida de la liquidez, un conjunto de variables
fiscales y un indice de precios de importaciones; no entramos en la
deﬁqicibn detallada de estas ultimas por ser accesorio para la dis-
cusion que sigue.

Esta claro que un modelo con tal riqueza de informacién va a
predecir, en principio, mejor que un modelo que se limita a incorpo-
rar la historia pasada del IPC. Ahora bien, puede suceder que las
variables explicativas mencionadas no se puedan predecir con marge-
nes de error reducidos; y sus errores en la prediccion pueden llevar,
si no se compensan entre si, a errores importantes en la prediccion
de los precios al consumo, incluso mayores que los que cometeria un
modelo univariante.

La necesidad de hacer predicciones ha llevado a que surgieran una
categoria especial de modelos econométricos, los Modelos con Indi-
cador.

Los modelos con indicador estan basados, fundamentalmente, en
la idea de correlacion, y en la precedencia temporal del indicador
sobre la variable endogena.

Un ejemplo claro se tiene con el IPC y la relacion que muestra
su evolucion con la de los precios industriales (IPRI)>2: se comprueba
que la trayectoria del IPC es parecida a la de los precios industriales
con unos pocos meses de retraso.

Esta es una regularidad basada en el hecho de que los efectos en
los precios al consumo de las variables determinantes de los mismos
tenderan a reflejarse previamente en los precios industriales. Esta
regularidad resulta util para predecir el IPC, ya que el IPRI actua
como un indicador adelantado: ciertas variables que si tienen un
efecto causal sobre el IPC también lo tienen sobre el IPRI, y
necesariamente ejercen su influencia sobre éste antes que sobre el IPC.

Por esa razon a los modelos con indicador a veces se les llama
Modelos en Forma Semirreducida: en vez de plantear un modelo
econométrico sobre las variables causales, se plantea sobre una
variable intermedia que actua de puente, y que reacciona a los
cambios en las variables causales antes que la variable de interés.

Son modelos mas eficientes que los univariantes, ya que in-
cluyen informacion sobre variables «explicativas». Al mismo tiempo
son mas sencillos que los econométricos, ya que la complejidad

52 Esto no es del todo cierto, ya que habria que desagregar el IPC por categorias
del consumo y determinar exactamente cuales son los subindices que muestran esa
relacion: el trabajo de Matea que figura en el capitulo nueve desarrolla extensamente
este punto. Sin embargo la simplificaciéon que se hace aqui facilita la exposicion de la
idea principal.
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implicita en la formulacion de un modelo general con varias variables
explicativas se reduce al trabajar con un niimero pequefio de indica-
dores. Como contrapartida son menos eficientes, pues los mecanismos
de transmision de los factores explicativos no se explicitan, lo que si
ocurre en un modelo con verdaderas variables explicativas.

A la hora de predecir un modelo con indicador tiene una gran
ventaja: por regla general un indicador solo se considera tal st es un
indicador adelantado, es decir, si presenta la misma evoluciéon que la
variable a predecir antes de que lo haga ésta. Un modelo tipico es:

Y,=ﬂX,_4+N,

Si se conoce la historia de ambas variables, Yy X, hasta el momen-
to t inclusive, con este modelo se pueden predecir los valores de Y
correspondientes a t+1, t+2, t+3 y t+4 sin necesidad de usar
predicciones del indicador, gracias al desfase de cuatro periodos entre
variable a explicar e indicador.

En cambio con modelos econométricos algunas de las variables
explicativas tendran una relacion contemporanea con la variable de-
pendiente, y sera preciso predecir los correspondientes valores de tales
variables. Esto supone, como hemos seiialado anteriormente, que las
predicciones economeétricas pueden perder eficiencia, por lo que en
una aplicacion concreta no necesariamente se han de obtener pre-
dicciones mejores con un modelo econométrico que con un modelo
con indicador.

3.13.3. Evaluacion de Trayectorias Alternativas:
Simulacion y Control

Por ultimo, el modelo también se puede emplear para aproximar
la evolucion previsible de la variable dependiente bajo distintos
supuestos sobre la evolucion de la(s) variable(s) que incide(n) en ella.
A esto se le conoce como evaluacion de trayectorias alternativas, y es
una generalizacion del uso de los modelos macroeconométricos para
evaluar distintas medidas de politica economica.

Un primer tipo de evaluacion lo forman los ejercicios de simula-
cion, donde el analista fija, de acuerdo con criterios ajenos al modelo
en si, la trayectoria de una o varias variables exégenas. Notese que
no necesariamente el usuario ha de poder fijar los valores de las
variables exogenas en las cifras que él desee, sino que en la practica
se tendra una combinacion de variables que el analista si puede
controlar con variables que son totalmente inaccesibles a cualquier
intento de influir en ellas.
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En el ejemplo del modelo econométrico que liga el IPC con
variables de liquidez, fiscales y un indice de precios de importaciones,
supongamos que el usuario es la autoridad econdmica; en ese caso
puede determinar —dentro de ciertos limites— los valores de las
variables monetarias y fiscales, y en consecuencia dicho modelo se
puede emplear para simular la evolucion futura de los precios bajo
distintas cqmbinaciones de politicas monetaria y fiscal. En cuanto a
la otra variable, el indice de precios de importaciones, aunque no se
pueda actuar directamente sobre ella se puede usar el modelo para
simular escenarios, que se basan en distintos supuestos acerca de
coémo se va a comportar en el futuro.

Para la economia espafiola existe un modelo reciente especialmen-
te disefiado para simular distintos tipos de politicas, el modelo MOI-
SEES (Molinas et al., 1990).

Dentro de este apartado de evaluacion, el modelo econométrico
también se puede utilizar para determinar los valores optimos de las
variables explicativas que el analista controla con vistas a alcanzar
unos valores deseados de la variable dependiente. Esta es la aplicacion
del modelo con fines de control.

En ese caso el usuario tiene una funcion objetivo donde se recoge
una trayectoria de valores deseados para un conjunto de variables,
asi como los costes asociados a las desviaciones de esos valores de-
seados. El modelo econométrico representa la estructura del sistema,
es decir, las relaciones existentes entre la(s) variable(s) dependiente(s)
y la(s) variable(s) que el usuario maneja y con la(s) que trata de
alcanzar los valores deseados. Se plantea un problema de optimiza-
cion dindmica, que se resuelve aplicando la teoria del control dptimo.

La relacion con la simulacion es evidente: en la simulacion se parte
de cualquier combinacion de las variables explicativas que al usuario
le interese considerar, y se trata de determinar su efecto sobre la
variable de interés. Por el contrario, en el control Optimo el punto
de partida es una evolucion deseada de la variable de interés, y lo
que se calcula son los valores que han de tomar las variables
controladas para que la evolucion real de la variable modelizada esté
lo mas cerca posible de esa serie de valores deseados.

Una exposicion teorica del control de sistemas economicos dina-
micos se encuentra en Chow (1975); una aplicacion relativa a la
politica monetaria y fiscal en el caso espafiol se encuentra en Cancelo
(1988a).



252 Antoni Espasa y Jos¢ Ramén Cancelo

3.13.4. La Complementareidad de los Distintos Tipos de Modelos
en el Analisis de un Fenomeno Econémico

Para terminar este repaso general a la modelizacion de variables
econdmicas resta contestar a una pregunta; en este capitulo y en el
anterior se han estudiado modelos univariantes, VARMA, estructura-
les, uniecuacionales, con indicador, etc. La pregunta que surge des-
pués de todo ello es casi obligada: ;para qué tantos tipos de modelos?
(Hasta qué punto estos modelos resultan redundantes en el analisis
aplicado? (Existe algin modelo que incluya a los demas, o por el
contrario todos contienen una informacion diferencial y propia que
los hace imprescindibles?

Considérese primero el caso en que se dispone de distintos mode-
los econométricos. Este problema ha sido muy tratado en la literatura
y la propuesta consiste en analizar si es posible escoger un modelo
que comprenda (encompass) a los demas, en el sentido de que sea
capaz de explicar las caracteristicas relevantes de los otros modelos y
de apuntar los motivos por los que éstos no explican caracteristicas
de los datos que con el modelo que se pretende escoger quedan
aclaradas. Este principio de comprension (encompassing principle) de
un modelo sobre los demas constituye una fase muy importante en
el progreso de la econometria aplicada. Sobre este tema el lector inte-
resado puede consultar Mizon y Richard (1986), Hendry y Richard
(1989), Mizon (1989), etc.

Otro aspecto distinto de multiplicidad de modelos pero quizas
muy patente en problemas de prediccion, es el que se refiere a
situaciones en que se dispone de modelos univariantes, econométricos
(uniecuacionales) y modelos con indicador sobre una determinada
variable. Si se utilizan dichos modelos para predecir se encontrara
que las predicciones diferiran entre si, y de esas diferencias se puede
extraer una informacion util.

Las predicciones univariantes no incorporan los ultimos aconteci-
mientos del sistema hasta que éstos empiezan a afectar al pasado de
la serie. En la medida en que estos acontecimientos ya hayan incidido
en los indicadores, su efecto si se reflejara en las predicciones con
indicador. Por esa razon la comparacion de esas predicciones con las
univariantes sirve para evaluar el efecto de esos ultimos aconteci-
mientos.

A su vez las predicciones econométricas incorporan la informacion
sobre la evolucion de lo que supuestamente son las verdaderas causas
que afectan a la serie. Estas predicciones econométricas se explotan
en mayor medida al compararlas con las otras dos, pues de ese modo
se puede determinar con precision el efecto de la evolucion mas
reciente de las variables causales.
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En definitiva las diferencias entre las predicciones de los distintos
quelos, 'lejos de ser algo negativo, pueden servir para comprender
mejor qué esta pasando y cuales son los determinantes ltimos en la
evolucion de la variable de interés.

P9r otra parte, con informacion muy desagregada en el tiempo,
por ejemplo, mensual o semanal, la construccion de modelos econo-
metricos puede no ser posible porque algunas variables determinantes
no se observen al nivel de desagregacion temporal de la variable
endogena. Esto obligard a agregar en el tiempo la informacion y
construir modelos econométricos, por ejemplo, trimestrales o anuales.
Con tales modelos no se puede explotar la informacién desagregada
que ha llegado de la variable endogena. Sin embargo, si en ese caso
a.demés de un modelo econométrico se dispone de un modelo univa-
riante, mensual o semanal, sobre la variable endogena, a medida que
llega_n datos mensuales o semanales sobre ella se podra realizar una
prediccion univariante, con el fin de evaluar si las innovaciones
mensuales o semanales incorporadas implican cambios importantes
respecto la prediccion trimestral o anual del modelo econométrico.

Los trabajos de Delrieu (capitulo 8) y Matea (capitulo 9) in-
cluidos en este mismo libro ilustran claramente la importancia de
disponer de distintos modelos sobre un mismo fenémeno econémico,
asi como la informacion diferencial que se extrae de ellos en las
aplicaciones concretas (comercio exterior e inflacion, respectivamente)
que realizan.



