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Panel A4 - Serie original

GRAFICO 2.5. Indice de precios al consumo de alimentos elaborados.
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ritmica de la serie de precios presenta una evolucion cuasi lineal
(recuérdese que en este caso los coeficientes ; crecen linealmente
con j), aspecto que se comprueba visualmente en el primer panel del
grafico 2.5. Asi, y mientras en los ejemplos de tipos de intereés las
series deambulaban alrededor de una constante que cambia con el
tiempo (d= 1), el caso presente tiene una evolucion cuasi lineal (d=2).

4. Para la seric mensual de visitantes extranjeros (VEX), grafi-
co 2.6, se ha estimado el siguiente modelo:

AA,, In VEX,=(1—0,57L)(1—0,25L'?)a,
0,=0,0506.

El tipo de diferencias empleado sefiala que los visitantes extran-
jeros evolucionan de forma cuasi lineal con estacionalidad de periodi-
cidad anual, facilmente apreciable en el grafico de la serie original.
En efecto, hemos visto como el operador AA,, se puede expresar
como AU, (L), en donde el factor A® recoge una evolucion cuasi
lineal, al igual que en el ejemplo anterior, y el factor U,,(L) una
oscilacion estacional.

Estos dos tltimos ejemplos van a permitir cerrar este epigrafe con
una discusion de los aspectos diferenciadores entre AA,,, una dife-
rencia regular y una estacional, y A2, dos diferencias regulares. Proce-
sos estocasticos con el operador A% generan series temporales que se
caracterizan por tener una evolucion de tipo cuasi lineal; por otro
lado, procesos con el operador AA,,, es decir, A?U,,(L), generan
series que ademas de mostrar una evolucion cuasi lineal en su nivel
también contienen oscilaciones ciclicas anuales. Esqueméaticamente,
las diferencias aparecen representadas en el grafico 2.7, utilizando
series artificiales.

No obstante, es preciso sefalar que en ocasiones la presencia de
estacionalidad de caracter no estacionario no se detecta a simple vista,
como ocurria en los casos recogidos en los graficos 2.6 o 2.7. Por
citar solamente un ejemplo, considérense los activos liquidos en
manos del publico (ALP), cuya evolucion mes a mes entre los afos
1979 y 1987 se representa en el panel superior del grafico 2.8.

Aparentemente, y en especial si se compara con la serie de visi-
tantes extranjeros, la evolucion de los ALP no parece requerir el
operador A, ,; y sin embargo, el modelo mas adecuado para esta serie
resulta ser

AA,, In ALP,=(1+0,21L)(1—0,34L'?)q,
,=0,0035,



80 Antoni Espasa y Jos¢ Ramoén Cancelo Modelos univariantes para el analisis econémico 81

GRAFICO 2.6. Visitantes extranjeros. GRrAFICO 2.7. Comparacion de las transformaciones estacionarias.
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GRAFICO 2.8. Activos liquidos en manos del publico.
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y se comprueba que la simple inspeccion visual del grafico de la serie
original puede no ser suficiente para decidir si incluir o no el opera-
dor A,,.

2.6. El analisis de intervencion y la modelizacion
de anomalias

Muchas veces se observa que en determinados momentos la serie
a analizar presenta movimientos bruscos de importancia, que no es
posible captar con una dependencia sistematica de su pasado. Si en
un momento concreto ocurre algo atipico o anomalo, que no guarda
relacion con el patron de comportamiento de la serie observado hasta
esa fecha, tal movimiento no se va a poder explicar con la secuencia
de términos 7;Y,_; que contiene un modelo ARIMA en su formula-
cion (2.3.3).

En las secciones anteriores se ha presentado una clase de modelos
valida para recoger una regularidad en el tiempo y explotarla con
fines explicativos y predictivos. Si aparece algo anomalo, sin conexion
con la experiencia previa, el modelo no estara preparado para captar-
lo, y para ello hay que extender los esquemas considerados hasta el
momento.

Algunos ejemplos de comportamientos anomalos:

1. La introduccion en enero de 1986 del Impuesto sobre el Valor
Anadido (IVA) provocd que el Indice de Precios al Consumo subiera,
por tal hecho, 2,2 puntos en 1986 (véase Espasa et al., 1987). Tal
introduccion representa algo atipico que aparece de repente y que
incide en la serie analizada, y se puede considerar que no tiene
relacion con la evolucion anterior de la misma. Su efecto se recoge
en el grafico 2.9: obsérvese que esta anomalia pasa relativamente
desapercibida en el grafico de la serie original (IPC), pero es muy
clara en el de la tasa de inflacion intermensual aproximada por
(1-L) In IPC,.

2. En diciembre de 1982 los pasivos computables en el agregado
monetario ALP (Activos Liquidos en manos del Publico) se reducen,
ya que los depositos del sector publico dejan de ser computables. Se
produce asi una bajada en el nivel de ALP debido a que por ley
desaparece una de las partidas que lo componian.

3. En el Indice de Produccion Industrial las crisis energéticas de
1974 y 1979 tienen su efecto especial, ya que se observa una ruptura
respecto a lo que era la evolucion de la serie hasta esos momentos.
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L, GRAFICO 2.9. Indice general de precios de consumo. 4. En las series de exportaciones: desde enero de 1981 las expor-
»,\ taciones de un mes se computan considerando las transacciones reali-
i Panel A - Serie original (IPC,) zadas desde el dia 1 hasta el 31, cuando el criterio previo era del
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un mes (diciembre de 1980) en el que se tuvo que contabilizar, de

L Base 1983 = 100 180 forma excepcional, las transacciones realizadas entre el 25 de noviem-
E 180 bre y el 31 de diciembre, lo que supone una ruptura que se ha de
; 170 7170 modelizar expresamente.
r /—/ 160 Para la modelizacion de cualquiera de los fenémenos que se
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: / Ji0 Intervencion'®.
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g i /‘/ uno. La generalizacion que supone el analisis de intervencion consiste
: 1o k / <110 en que en él la variable artificial puede ir afectada por un filtro
ARMA (autorregresivo y de medias moviles) del tipo:
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(2.6.1)

X7 N e e T

con lo que la flexibilidad de dicha variable para explicar los movi-
mientos anomalos en las series es muy grande, permitiéndose que sean
los datos quienes decidan el tipo de estructura requerida en esos
puntos de ruptura mediante la estimacion de los parametros w; y 6;.

o T TRRm e

Panel B - Tasa de inflacion intermensual (A In IPC,) Al filtro del numerador, w,(L), se le conoce como el filtro de medias
moviles, mientras al filtro del denominador, §,(L), se le denomina
0.03 0.03 filtro autorregresivo. . » . -
El analisis de intervencion es util para explicar puntos atipicos en
0.025 0025 las series debidos a causas concretas y conocidas pero dificiles de
002 + do02 cuantificar, y que en general suelen ser, sin animo de ser exhaustivos,
] ' de alguno de los siguientes tipos:
- -0.015 ., . .
0015 1. Errores en la construccion de la serie publicada.
0.01 ~0.01 2. Cambios de definicion de la serie.
3. Medidas economicas especiales o cambios de legislacion.
0.005 1~ 0005 4. Acontecimientos extraordinarios (huelgas, elecciones, conflic-
ok N tos internacionales, etc.). '
-0.005 [ --0.005 ) o ,
15 Véase Box y Tiao (1975), en cuyo articulo estan inspirados los comentarios de
-0.01 -0.01 este epigrafe. En Espasa (1985¢) se recoge también una presentacion del analisis de
1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989 1990 intervencion.

Serie Mensual 16 Véase, por ejemplo, Suits (1957, 1984), Derrick (1984) o Kennedy (1985).
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5. Fenémenos que afectan a la estacionalidad de la serie, con
cierto caracter excepcional, como son la presencia de fiestas moviles,
etcétera.

6. Cambios en los calendarios administrativos.

7. Series sometidas a control.

8. Crisis Economicas.

Como ejemplos de los cuatro primeros tipos de intervencion se
pueden citar los siguientes trabajos. En Espasa (1979a) se detecta la
necesidad de un analisis de intervencion en el agregado monetario
disponibilidades liquidas, y Tortosa (1979) demuestra que es debido
a algin error en los datos que no se habia descubierto hasta el
momento. Algunos problemas en los cambios de definicion del agre-
gado monetario se discuten y modelizan en Espasa y Pérez (1979).
En Treadway et al. (1978) se hace un analisis de intervencion bastante
exhaustivo para tener en cuenta los efectos de las devaluaciones y
revaluaciones de la peseta en la modelizacion de la cuenta del sector
exterior del balance ajustado del Banco de Espaiia. La crisis del Golfo
Pérsico en 1990 es un acontecimiento extraordinario que ha afectado
a determinadas variables de actividad como el consumo de gasolina.

En cuanto a intervenciones de naturaleza estacional o de cambio
de calendario, se pueden comentar, entre otras, las siguientes. Las
mejoras en el tratamiento del mayor nimero de falta de respuestas
en la encuesta mensual de produccion industrial del Instituto Nacio-
nal de Estadistica, junto con un mayor deseo de los agentes producti-
vos en concentrar las vacaciones de verano en el mes de agosto,
provoca un cambio excepcional en la estacionalidad del indice de
produccion industrial, que Morales et al. (1989) tienen en cuenta a
través de un andlisis de intervencion. El periodo de semana santa es
un periodo vacacional de fecha variable que afecta, por ejemplo, a
series de produccion y servicios, y cuyo efecto se suele modelizar me-
diante variables artificiales (Hillmer et al., 1982, Espasa 1983b, etc.).
El retraso en 1986 de la fecha habitual de liquidacion al Tesoro de
la cuota diferencial anual del impuesto sobre la renta de las personas
fisicas altera el comportamiento de los agregados monetarios en junio
de dicho afio, y Espasa y Salaverria (1988) lo tienen en cuenta
mediante un analisis de intervencion.

Las series como los agregados monetarios, cuyo crecimiento ha
sido sometido a control por parte de las autoridades monetarias,
requieren en su modelizacion univariante, si tal control ha sido efec-
tivo, la incorporacion de variables artificiales que capten dichos efec-
tos. En Espasa y Salaverria (1988) se trata con detalle este problema
para la serie de activos liquidos en manos del puablico.

Por ultimo, las crisis ocurridas en 1974 y 1979 debidas a fuertes
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incrementos en los precios energéticos, afectan considerablemente a
series de actividad, como el producto interior bruto, y a nivel uni-
variante requieren un analisis de intervencion. En Espasa (1984b)
se aborda el caso del producto interior bruto espaiiol trimestralizado
y via analisis de intervencion se evalian los efectos de dichas crisis
energéticas en el crecimiento economico espafol. Para este tipo de
acontecimientos que producen cambios importantes en la estructura
de crecimiento de las series, Perron (1988, 1989, 1990) propone
también la aplicacion del analisis de intervencion.

Los ejemplos anteriores se referian a series anuales, trimestrales,
mensuales y decenales. Al bajar en la desagregacion temporal y
trabajar con series diarias de actividad, el andlisis de intervencion
cobra una importancia muy grande, pues pasa a ser el instrumento
utilizado para explicar oscilaciones, con frecuencia enormes, debidas
a la presencia de fiestas intrasemanales, periodos vacacionales, efectos
de fin de mes, etc. En Espasa (1979b), Loureiro (1986), Cancelo
(1988b y 1990) y Cancelo y Espasa (1991a) se hace un amplio uso
del analisis de intervencion en la modelizacion de series diarias.

Al realizar un analisis univariante y encontrar valores atipicos la
primera medida a tomar debe consistir en examinar si la causa es un
error en la transcripcion de los datos. Si no lo es convendra investi-
gar, siempre que sea posible, si hubo error en la construccion o
elaboracion de los datos publicados que pueda ser subsanado, como
.ocurre en los trabajos anteriormente comentados de Espasa (1979a)
y Tortosa (1979). Con frecuencia éstas suelen ser las causas de un
/numero importante de puntos atipicos.

. Sila causa de la anomalia no son errores subsanables en los datos,
‘habra que indagar si es debida a algin acontecimiento especial como
Jos mencionados anteriormente.

Si tras este estudio se identifica para la anomalia una causa
‘tratable mediante variables artificiales, habra que recoger informacion
isobre el tipo de efecto que se espera que tenga dicha causa sobre la
‘é'erie en cuestion. Con esa informacion, se construye la variable
artificial pertinente y se selecciona un esquema ARMA de los defini-
glos en (2.6.1), de modo que la accion conjunta de variable artificial
iy filtro sea capaz de modelizar la anomalia identificada. Para aplicar
este procedimiento es necesario conocer qué tipo de efectos hay detras
ide los principales tipos de variables artificiales y de filtros ARMA.
~ Las anomalias a veces son muy evidentes en las series y se detectan
facilmente con la mera inspeccion del grafico de la serie original o de
u transformacion estacionaria. Otras veces tal evidencia es mas
nfusa y no es sino después de un analisis de las innovaciones
gstimadas con un modelo ARIMA, cuando se puede detectar y con-
trastar la presencia de anomalias. Sobre procedimientos para detectar
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la presencia de anomalias véase Fox (1972), Box y Tiao (1975, 1976),
Chang (1982), Tsay (1986, 1988) y referencias contenidas en este
ultimo trabajo.

Para facilitar la exposicion sea el siguiente ejemplo: analizando la
serie mensual de produccion de una empresa se encuentra que en la
observacion F (supOngase para simplificar que la serie es mensual) la
empresa estuvo en huelga, lo que afectd seriamente a la produccion.
Esta huelga se puede modelizar mediante una variable artificial de
tipo impulso, que toma el valor cero para todos las observaciones
salvo para la de la huelga, en que toma el valor uno:

0 si t#F.
DF“{l si t=F

Esta variable se denota por DF,, donde D indica que es una variable
impulso y F es el mes concreto en que toma el valor uno, es decir,
en el que ocurri6 la anomalia.

Si el modelo ARIMA de la serie de produccion es

_ 0l
l_¢p+d(L) '

y se supone que la huelga solo afecta a la produccién de la observa-
cion F, se puede mejorar la explicacion de Y usando

6,L)
¢p+d(L) v

donde w,DF, es la parte asociada al analisis de intervencion, y el
coeficiente w, es el efecto que dicha intervencion tiene sobre Y, es
decir, sobre la produccion.

Si la serie esta en sus unidades observadas, w,, representa el efecto
de la huelga medido en esas unidades observadas. Si la serie esta
expresada en logaritmos y w, es pequeiio en valor absoluto, repre-
senta aproximadamente el efecto en tanto por uno que tiene esa
intervencion sobre el valor del dato observado; la cifra exacta, sea
cual sea el valor del coeficiente, es igual a 1 —exp(—w,).

Considérese ahora la siguiente complicacion del ejemplo: la acti-
vidad a la que se dedica la empresa es tal que una huelga en el
momento de tiempo F afecta también a la produccién de F+1, ya que
una parada en el proceso productivo no se recupera con facilidad; en
este caso el término de analisis de intervencion seria (wo+w, L) DF,,
donde w, es el efecto de la huelga en la observacion correspondiente

Y;szDF:"I’
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a Fy w, el efecto en F+1. Es inmediato comprobar que LDF,, el
retardo de DF,, es equivalente a D(F +1),, un impulso en la observa-
cion F+ 1.

En consecuencia el filtro wy,+ w, L alarga un mes mas el efecto de
DF, (véase el grafico 2.10, panel A); generalizando este resultado, una
expresion de la forma

(Wo+w, L+ -+ +w,L) DF,=wy(L) DF,

supone alargar durante s meses mas el efecto de DF, (véase el panel 4
del grafico 2.11).

Con lo visto hasta aqui se puede concluir que las variables impul-
so captan efectos que acontecen puntualmente, aunque esos efectos
se pueden alargar en el tiempo mediante el empleo de filtros del tipo
w(L).

Con los filtros w(L) que se han estudiado hasta el momento no
se impone ningun tipo de estructura en los efectos, es decir, ningin
tipo de relacion/restricccion entre los efectos en distintos momentos
del tiempo.

Para imponer esta clase de relacion se emplean filtros autorregre-
sivos (AR); por ejemplo,

Mo _, 2724 LS e
l'_“SLM%('l-f-éL+8L o 8L )

T :=.pyo+w05L-§w;,52L2+ WL -

En esta expresion los coeficientes estan restringidos, ya que el
coeficiente de la potencia h de L es el coeficiente de la potencia h—1
multiplicado por &, y esto se da desde L°. En tal caso se dice que la
intervencion tiene un efecto alargado en el tiempo pero con res-
tricciones que dan una estructura a la sucesion de coeficientes. En
este ejemplo esta estructura se da desde el comienzo de la intervencion
(véase el panel A del grafico 2.12).

Los efectos de una intervencion suelen amortiguarse en el tiempo,
por lo que lo normal es imponer que |5/ < 1. A lo largo de este libro
se supondra siempre tal restriccion en los filtros correspondientes al
analisis de intervencion. Obsérvese que con el filtro anterior el efecto
de la intervencion se prolonga durante muchos meses, pero el efecto
individual de cada mes es una proporcion k del efecto del mes
anterior.

El efecto implicito en una expresion del tipo wo/(1 —dL) es tedrica-
mente infinito, en el sentido de que por muy grande que sea j siempre
existe un término de la forma wyé’ distinto de cero asociado a L.
Sin embargo, y como |§|< 1, §/ tiende a cero para j grande, con lo
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GRAFICO 2.10. GRAFICO 2.11.
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Panel 4 - Ejemplo de una intervencion del tipo
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y la observacion F+k puede considerarse con la tltima en la que el
impulso en F surte efectos.

La utilidad de considerar tanto filtros MA como filtros AR se
pone de manifiesto cuando se recuerda que en la practica solo se
dispone de un nimero finito de observaciones, y cualquier esquema
explicativo de las mismas ha de estar basado en un niimero relativa-
mente pequefio de parametros para que sea operativo.

Con un filtro M4, w,(L), no se impone ningin tipo de restriccién
en los coeficientes; por ello éstos necesariamente han de ser en niimero
finito y relativamente pequefio. Pero a veces es necesario permitir que
la anomalia tenga un efecto mas dilatado en el tiempo: para ello se
usa un filtro AR, que permite una respuesta larga (tedricamente
infinita) a base de imponer restricciones entre los coeficientes que
representan el efecto de la anomalia en cada momento del tiempo.
Cuando el filtro es del tipo wy(L)/6,(L), las restricciones del filtro
autorregresivo no se imponen desde el principio de la intervencion
sino pasadas s observaciones.

Combinando ambas clases de filtros se tiene una familia de filtros
suficientemente general, capaz de aproximar cualquier tipo de efecto
que pueda surgir en el analisis aplicado, y que al mismo tiempo
depende solo de un nimero finito de parametros.

Las variables impulso se caracterizan por no tener efectos a largo
plazo sobre el nivel de la variable a la que se aplican; esto es facil de
comprobar, ya que si el término de analisis de intervencion se puede
expresar como

wy(L)
o,(L)

DF,,

se observa que por definicion DF, a partir de F+ 1 toma el valor cero,
wy(L) es un polinomio finito de orden s y 4,(L) es un filtro de efectos
que se amortiguan en el tiempo. En consecuencia, transcurridos un
nimero finito k de periodos, donde ese valor k dependera de los
polinomios wy(L) y é,(L), la alteracion que representa DF, en la
evolucion normal de Y, habra desaparecido, al menos practicamente,
y la variable original volvera a sus niveles habituales. _

Para modelizar intervenciones que se espera que teng:n(-:fafgg{;:g,ﬁ
permanente en el nivel de la serie estudiada se emplean, pef ejemplo; <.
las llamadas variables escalon. Estas son variables artfficiales gueq, 5

. ; A8

toman el valor cero hasta F—1, y a partir de F tom __ﬂswmgkgcr\@i' %
valor uno: )\"’

——r \
\)) 6 14
5 2

b
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Siguiendo una notacion similar a la utilizada antes, a estas variables

se les denotara por SF,. . _ '
La necesidad de usar estas variables puede surgir de diferentes

maneras:
1. Se dispone de informacion a priori que ir}dica que la anor_nalia
toma caracter permanente a partir de F: por ejemplo, el campxo de
definicion de ALP en diciembre de 1982. En este €aso se rpodehza su
efecto empleando directamente una variable de tipo escalon.
2. En un efecto planteado como

wy(L)

DF,,
1-6L '

la estimacion del coeficiente & resulta ser igual a uno. En tal caso, se
tiene que

1 ____I__DF,=%DFI=(1+L+L2+L3+)DF‘=SF'

1—-6L DF"]—L

ya que si se suman impulsos el resultado es un escalon. En este
ejemplo la informacion contenida en los datos }leva a rec}nﬁcar la
opinion inicial del analista: lo que a priori parecia ser una interven-
cién del tipo impulso con un efecto transitorio pero prolongadp alo
largo del tiempo, resulta ser de tipo gscalon, y en consecuencia con
efecto permanente en la variable analizada.

3. Se ha estimado un efecto impulso sobre la primera diferencia

de la serie, del tipo

6,(L)
AY,=ws(L)DF,+5'ima,
De aqui
_wi(l) L) a _ 1 0,(L) a,
Y= A DF'+¢,,(L) A wi( )SF'+¢,,(L) A

y un efecto impulso sobre la primera diferencia equivale a un efecto

escalon sobre el nivel'7. o
La discusion anterior sobre los efectos de los polinomios wy(L) y

17 De forma similar la primera diferencia de un escalén es un impulso: ASF,=DF,.
Es conveniente manejar bien esta relacion, ya que permite interpretar correctamente
el efecto de la anomalia en términos de efecto sobre el stock y efecto sobre el flujo.
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d,(L) sigue siendo valida cuando el filtro se aplica a una variable
escalon. Una anomalia modelizada de la forma

(W0+W1L)SF‘=W0SF,+W1S(F+l)'

tiene un efecto sobre la variable de interés que se ilustra en el
panel B del grafico 2.10, para el caso en que w, y w, toman valores
positivos. En €l se ve que el efecto escalon comienza en F y se alarga
hasta F +1; el efecto total del acontecimiento extrafio que ocurrid en
F es wo+w, y a ese efecto total o resultado final sobre la evolucion
de la serie es lo que se llama efecto a largo plazo o ganancia, y se
denota por g.

En teoria es posible que una intervencion de tipo escalén no tenga
efectos a largo plazo sobre la que se aplica si la ganancia es cero; en
el ejemplo anterior, st wo= —w,. Pero salvo en los casos de ganancia
nula, las variables escalon tienen un efecto permanente, a diferencia
de lo que ocurria con las variables de tipo impulso.

Si la variable escalon viene afectada por un filtro wy(L)=w,+
+w, L+ ---+w,L? se tiene un efecto alargado s periodos sin ningun
tipo de estructura, como el que se presenta en el panel B del grafi-
co 2.11, para valores positivos de todos los coeficientes w;. Por el
contrario, afiadiendo un término §,(L) en el denominador se llega a
un efecto alargado con estructura, como el representado en el panel B
del grafico 2.12 para valores positivos de w, y 8. Esta estructura se
da transcurridos (s—r+1) periodos desde que aparecio la interven-
cion. Si r es la unidad y s toma el valor cero, como es el caso del
grafico 2.12, entonces la estructura se da desde el principio de la
intervencion.

Para llegar al calculo de la ganancia en un caso mas general '8,
notese que

ws(L)

_‘—'—l_éL =vo+l/‘1L+sz2+ vt

y el efecto total a largo plazo se define como

'8 El caso general seria el correspondiente a un filtro racional del tipo w,(L)/s,(L),
pero filtros con componentes autorregresivos de orden superior a uno raramente suelen
estar justificados.
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Una forma mas comoda de calcularlo es evaluando el polinomio ra-
cional para L igual a 1. Es decir,

wi(l) _ wotwit -+ W
I=151 -6

Siendo una técnica relativamente sencilla dq emplear, el analisis
de intervencién puede ser muy util para anall‘zar.heghos de gran
importancia en el mundo de la empresa o de las instituciones. Inicial-
mente se trata de explicar con variables artlﬁcw_lles los movimientos
anormales que experimenta la serie; pero su importancia muchas
veces va mas alla de explicar el acontecimiento atipico, ya que puede
ocurrir que si no se considera la intervencion no se llegue a captar la
verdadera dependencia respecto del pasado, debldq a las distorsiones
introducidas en la serie observada por las perturbaciones anormaleg,.

Hasta este momento se ha dicho que el analisis de intervencion
implica combinar dos tipos de herramientas complementarias:

1. La variable artificial. En ello la discusion se ha centrado en
dos variables, el impulso, que no tiene efectos permanentes en el nivel
de la variable, y el escalon, que si los tiene, siempre y cuando su
ganancia no sea nula. En el escalon el efecto permanente es constante,
g, pues el nivel de la variable artificial se mantiene siempre en el valor
uno a partir de F.

2 "Fl filtro. Filtros en el numerador —w (L)}— alargan el efecto
de la variable artificial sin imponer restricciones en los coeficientes;
filtros en el denominador —§,(L)}— lo hacen introduciendo restric-
ciones. Estos ultimos suponen un alargamiento teéricamente infinito;
pero al ser filtros construidos de forma que sus efectos se amortiguen
en el tiempo, en la practica el efecto se puede considerar estabilizado
pasado un cierto namero de periodos, en caso de aplicarse a un
escalon, o anulado en el caso de aplicarse a un impulso.

Obviamente existen otras variables con un efecto permanente que
no es constante. Por ejemplo, las variables tendencia, TF,, que toman
valores cero hasta la observacion F —1 y los valores 1, 2, 3, ... a partir
de F. A veces estas tendencias se utilizan truncadas, TFK,, en cuyo
caso a partir de la observacion F toman el valor 1, 2, 3, ... hasta la
observacion F + K, a partir de la cual se estabilizan en el valor K+ 1.
En el capitulo séptimo de este libro se utiliza una tendencia truncada
para captar el efecto de la segunda crisis energética en el indice de
produccion industrial espaiiol.

En los problemas que se plantean al analizar fenomenos reales
puede ser necesario combinar distintos tipos de variables artificiales
para captar plenamente la distorsion. Supdngase que en el momento
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F—1 se anuncia la introducciéon de un fuerte impuesto, que sera
aplicable a partir de F, sobre el precio de un bien no perecedero.
Cabe esperar entonces que en F — 1 se produzca un fuerte aumento de
las ventas de ese bien, seguido de una caida muy acusada en F, que
se va recuperando, en parte y gradualmente, en los meses posteriores,
hasta que en un momento futuro el nivel de ventas se estabiliza alre-
dedor de un valor menor del que tenia con anterioridad a F—1. Esta
clase de efecto se puede modelizar con una expresion de la forma:

PO T DA,

donde wy>0, wy, w, <0y 0<dé<1. La representacion grafica de esta
anomalia figura en el grafico 2.13.

En F—1 hay un crecimiento puntual y transitorio dado por la
acumulacion de existencias para paliar temporalmente el efecto del
impuesto, y recogido por wyD(F—1),. A partir de F se superponen
dos clases de efectos: por un lado el efecto de largo plazo de la
introduccion del nuevo impuesto, un efecto permanente cuantificado
en una caida en w, unidades respecto al valor previo y representado
por w,SF,. Por otro, hay un efecto transitorio, aunque distribuido
en el tiempo, derivado del almacenamiento que se produjo en F—1;
estas existencias se van agotando poco a poco, a una tasa é por mes,

GRAFICO 2.13. Representacion grdfica de la intervencion asociada a la introduccion
de un nuevo impuesto.

Efecto sobre Y,
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y en el caso del ejemplo para F +6 se puede decir que el acapaz}raamsn;
to de existencias ya se ha consumido y las ventas se mueven alrededo
de su nuevo equilibrio. . . ]
Es de destacar que existen diferentes formas eqmva}entes de modc:;l
lizar la situacion anterior, pero la expuesta es la mas adecuada,
distinguir perfectamente cual es la naturaleza de los diversos factores
que estan influyendo en el fenomeno, y cuales son sus respectivas

distribuciones en el tiempo. . )
Asi, distinguiendo si un factor tiene efectos de naturaleza transito-

i nente, se eligira una variable impulso o no. S'i se rechaza
Ie.llaerc:lglzrom:e un impulsogl; se elige la variable artificial mas adecuada,
escalon, tendencia, tendencia truncada, etc., para captar su efecto a
largo plazo sobre el fenomeno cstusiia(_io. g

Por otro lado, analizando la dlstnbumoq t'emporal del efecto se
elegira el filtro: un efecto instantaneo requerira meramente un filtro

MA(0)=w,, un efecto a lo largo de pocas observaciones y sin estruc-
tura aparente se captara con un filtro MA(s), y un t;fccto relativa-
mente largo y con indicios de estructura transcurridos (s—r+1)
periodos desde que aparecio la intervencion, se puedq recoger con un
filtro MA(s)/AR(r), donde r normalmente sera la unidad. '

En algunas ocasiones puede ser dudoso st el efecto es de caracter
permanente o transitorio, en cuyo caso no sera sencillo decidir entre
un impulso o un escalon. En esta situacion, y recordando que

DF, DF,
DF,=ASF, <+ SF,= A

lo mas adecuado sera incluir en el modelo una variable impulso con
un filtro 8,(L)=1—6L en el denominador, y estimar el valor de 4.
Si ese valor resulta lo suficientemente proximo a 1 (por encima de 0,9),
se puede tomar el resultado como una indicaciéon de que la variable
artificial es un escalon; en caso contrario se debe mantener el impulso,
con lo que la intervenciéon no tiene efectos a largo plazo'®.

A los modelos presentados en esta seccion se les denominara
ARIMA-IA (modelos ARIMA-Intervention Analysis). Para concluir
el epigrafe se discuten algunos ejemplos de intervenciones en pro-
blemas reales.

1. IPC de Alimentos Elaborados (IPCAE): para la muestra

19 Alpunas veces esta clase de analisis también puede servir para precisar el
momento F en que ocurre la anomalia: véase por ejemplo Espasa y Pérez (1979).
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enero de 1978 a diciembre de 1986 Espasa et al. (1987) estiman el
siguiente modelo:

A? In IPCAE, = w3 AD8011,+ w8 AD8108, + w5, AD8601, +
+ w5 AD8602, + w5 AD8603, + n,

Dejando de lado la estructura estocastica de caracter estacionario del
modelo, que se engloba en el término n,, se observa que sobre la tasa
de inflacion de este tipo de bienes (A In IPCAE) se definen distintos
impulsos, que equivalen a escalones sobre el nivel (In IPCAE). En
efecto, si A? In IPCAE requiere una intervencion del tipo ADF, esto
implica que la variable A In IPCAE requerird una intervencién con
DF y In IPCAE una intervencion con DF/(1—L), es decir, una inter-
vencion de tipo escalon.

Centrando la atencion en la tercera intervencion, (c), correspon-
diente a las variables D8601, D8602 y D8603, que representan la
entrada en vigor del IVA, se ve que este impuesto alter6 de manera
puntual la tasa de variacion de estos precios en los tres primeros
meses de 1986. Dado que wg=0,0195, w{=0,0093 y w5=0,0089, el
impuesto represento un aumento global en la tasa de inflacién de los
precios de estos productos igual a 3,77. Tal aumento se produjo de
forma escalonada, un 1,95 en enero, un 0,93 en febrero y un 0,89 en
marzo2®. La razon de este escalonamiento podria deberse a que al
tratarse de bienes almacenables los vendedores no aplicaron el IVA
a las ventas en 1986 de las existencias que se tenian el uno de enero
de 1986.

2. IPC de Servicios (IPCSER): el modelo estimado en el mismo
trabajo es

AA,, In IPCSER,=w2A,,D8205,+ whA,,D8204, + w5 A, , D8404, +
+wiA,,D8601,+n,

Atendiendo al efecto del IVA, se observa una intervencion de tipo
impulso en la tasa de inflacion (ya que las diferencias estacionales se
anulan), o lo que es lo mismo, un escalon sobre el nivel de precios.
Aqui el efecto de la introduccion del nuevo impuesto, cuantificado en
un incremento de los precios del mes de enero del 1,03%, no se alarga
en el tiempo, sino que se absorbe directamente en el mes en que
ocurre.

El analisis de intervencion supone que el hecho que ha provocado

20 En el trabajo de Matea que aparece en el capitulo 9 de este libro se desarrolla
un andlisis detallado del efecto del IVA sobre distintos indices de precios.
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el comportamiento denominado anomalo en la serie'bajo estudio
tiene efectos fijos, deterministas. Sin embargo,' existen cns:rtqs h_echos,
por ejemplo un cambio importante en la pol{tlca economica instru-
mentada, una recesion econdmica de ambito internacional, etc., que
pueden tener efectos estocasticos, con lo que la estructura lmca} del
modelo ARIMA que se venia utilizando has'ta F ’puede cambiar a
partir de esa fecha. En tales casos, lq exphcacnqn global de‘una
muestra que incluya suficientes observaciones anteriores y posteriores
a F puede requerir la utilizacion de modelos univariantes no lineales.
La discusion de este tipo de modelos esta fuera de los objetivos de
este capitulo, tanto por la complejidad de los mismos como por su
todavia escasa aplicacion practica. .

Para abordar el problema de que acontecimientos especiales ten-
gan efectos estocasticos en una serie temporal, en Espasa et al.‘(1991)
se propone aproximar la posible estructura univariante de tipo no
lineal, mediante estructuras lineales por submuestras.

2.7. Prediccion con modelos univariantes

Uno de los principales usos del modelo ARIMA es la prediccion;
no obstante, con este nombre se suelen denominar dos conceptos que,
sin ser radicalmente distintos, si es conveniente diferenciar.

Se habla de proyeccion cuando se extrapola.hacia el futuro una
magnitud sobre la que se puede ejercer algin tipo de control. Esto
sucede, por ejemplo, si el Banco de Espafia desea extrapolar los
activos liquidos en manos del piblico (ALP). El banco emisor puede
realizar tal extrapolacion, y si las perspectivas futuras no son satis-
factorias puede, al menos teoéricamente, tomar medidas para influir
en la evolucion de ALP, de forma que la extrapolacion no se cumpla.
En consecuencia el modelo ARIMA cometerd en tal ocasion un
importante error al adelantar el futuro, pero habra resultado de gran
ayuda ya que indico cual hubiera sido la situacion de no haber
tomado medidas para evitarla.

En cambio se habla de prediccién cuando se extrapola una serie
sobre la que no se puede influir. En este caso lo que interesa es tener
una buena aproximacion de su valor futuro y tomar decisiones basan-
dose en esa aproximacion.

En la practica se suelen realizar tanto predicciones como proyec-
ciones; por poner un ejemplo, cuando una empresa intenta extrapolar
sus ventas puede estar haciendo una proyeccion, si lo hace con el
fin de evaluar si le conviene lanzar una campaia de publicidad. En
cambio si realiza una extrapolacion del nivel de precios agregado de
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la economia, esta haciendo una auténtica prediccion, ya que no ejerce
ningun tipo de control sobre esa variable.

De todas formas se suele hablar en general de prediccion, sin
distinguir la prediccion en sentido estricto de la proyeccion, y esto es
lo que se hara en este libro.

El problema planteado es el siguiente: estando en t se trata de
obtener una prediccion para t+k, y para ello se dispone de un modelo
ARIMA del tipo

Y= Y+ @ a Y poat @i — 0,8,y —
0,84y @.7.1)

En lo que sigue se supondra que el modelo ARIMA disponible es el
verdadero modelo generador de los datos, y se ignorara el hecho de
que el modelo se ha tenido que estimar a partir de una serie temporal
finita.

A 1a prediccion se le denotara poniendo el simbolo A por encima
de la variable que se desea predecir, por ejemplo Y,,,. El subindice
temporal se expresara como la suma de dos términos: la suma (a+b)
indica el momento temporal al que se refiere la variable; el primer
término de la suma, a, indica que la prediccion se hace con informa-
cion hasta ese momento, por lo que el segundo, b, indica la antelacion
con la que se realiza la prediccion.

La teoria estadistica indica que la prediccion 6ptima, en el sentido
de que minimiza la esperanza matematica del error de prediccion al
cuadrado (error cuadratico medio de prediccion), es el valor esperado
de Y,,, condicionado a la informacion disponible hasta t.

" En este punto es importante distinguir entre dos tipos de medias
o valores esperados para las variables de un proceso. Sea el siguiente
modelo estacionario para la variable Y:

Y,=0,5Y_,+a,
que en forma de medias moviles infinitas se puede escribir como
Y,=a,+0,5a,_,+0,5%a,_,+0,5%a,_3+ -+

y dado que todas las innovaciones tienen media cero, la esperanza
matematica de Y, es cero. De hecho si las innovaciones tienen una
distribucion normal la variable Y, sigue una funcion de densidad
marginal normal con media cero y varianza 1/(1—0,5%) 62, y esto es
valido para cualquier valor de t ya que el proceso es estacionario. En
tal situacion, si se deseara predecir el valor que tomara Y, ,, y dado



102 Antoni Espasa y Jos¢ Ramon Cancelo

que no se CONOCe ningun valor previo, la prediccion consistiria en
igualarlo a su esperanza matematica marginal, es dqcxr a cero.

Sin embargo, una vez que se dispone de una sere tempo.ral y en
concreto se sabe, por ejemplo, que Y,=10, se puede mejorar la
prediccion anterior. En este caso concreto, dados el proceso genera-
dor de Y y la informacion que proporciona la serie tgmporal, .la
funcién de distribucion de Y, , condicional a que Y; sea igual a d}ez
es normal con media 0,5-10=S5 y varianza o2. En tal caso lz} mejor
prediccion es la esperanza matematica condicional, es decir cinco.

;Qué sucede si en vez de intentar aproximar e_l valor en t+1 el
objetivo es el dato para t+k, siendo k un valor finito todo lo gra’nde
que se quiera? En este caso, y por sustitucion recursiva, se l_legana a
que la mejor prediccion posible es 0,5+ 10, y esto es practicamente
igual a cero, para valores grandes de k. . .

El ejemplo, aunque sencillo, sirve de prototipo para ilustrar lo que
ocurre con procesos estacionarios. En ellos se dice que el valor del
fenomeno tiende a anularse, en el siguiente sentido: a corto plazo, la
media condicionada puede diferir de la media marginal, pues en
aquélla se incorpora la informaci6n conocida sobre el pasado recientg.
Sin embargo, a medio y largo plazo esa informacion deja de ser util,
pues un proceso estacionario «olvida» el pasado mas lejano, y la
mejor aproximaciéon que s¢ puede hacer es la que proporciona la
media no condicionada (marginal), que en este caso es cero.

Como se vera mas adelante, la situacion es radicalmente distinta
en los procesos no estacionarios, pero ¢l ejemplo es valido para
establecer la diferencia entre la esperanza matematica marginal y la
condicionada.

(Como son las esperanzas matematicas condicionadas de los tér-
minos que determinan Y;,, en la formula (2.7.1), correspondiente a
un modelo ARIMA general?

— La esperanza matematica condicional de lo que ya ha sucedido
es precisamente lo que ya ha sucedido. Si se considera la infor-
macion disponible hasta ¢, todo lo anterior a t y lo que ocurre
en ¢ deja de ser aleatorio para tomar valores concretos, los que
se han observado, y las esperanzas de esas constantes son las
propias constantes; y por ello las esperanzas condicionadas de
Y, Y._y, ..., 4, Gy, ... son los valores observados de estas
variables.

— En cuanto a los valores futuros de las innovaciones, a, , 4, ..., @+
la solucion es inmediata, una vez que se recuerda que estas
variables se caracterizan por ser absolutamente impredecibles
a partir de su propio pasado; una innovacion solo se puede
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aproximar empleando su esperanza matematica, que por defi-
nicién resulta ser cero?!.

— Para los valores de Y entre t+1 y t+k—1, se tiene que la
esperanza condicionada a la informacion disponible en t sera
la prediccion que para esos valores se puede hacer con dicha
informacion.

Por lo tanto, para poder predecir Y, es preciso predecir primero
Yi1, Yi42, --os Yi4x—1. Con este fin se disefia el siguiente procedi-
miento recursivo:

— En primer lugar se predice Y,,,. De acuerdo con lo estudiado
en el primer epigrafe de este capitulo se tiene que

Yi1=PSpy+a.,

donde PS,,, rebr&scnta la parte de Y,,, que es perfectamente
conocida en t, y resulta que
i>:+1=Psx+1=
=¢1 Y+ +PpeaYiir-p-a—b1a— - —0,8,,_,=
=fl(Yv Yoy sa,a-,,..).

— A continuacion se predice Y, ,, siendo

Yoio=¢ Y +a—0a,,+ (%, Yoy, a5 0,4, ..0)

donde f(.) es una funcion lineal dada por el correspondiente
modelo ARIMA. En ¢ no se dispone de informacion que ayude
a predecir g,, , 0 a,4,, por lo que sus valores se sustituyen por
cero. Tampoco se conoce Y, ,, pero si una prediccion Optima
dada por Y,,,, valor que se emplea para predecir Y, ,:

2+2=¢1 ?(+1+f2(yu };—l’ ceey Gy a,_ 4, -~-)

— Procediendo recursivamente para Y .3, Y4 ..., Yi4x—1, S€
llegaria a

21 Formalmente, si se representa por I, el conjunto de informacion disponible
hasta ¢, se tiene que a,,; j>0, es independiente de I,, lo que implica que

E(a,,/I)=E(a,+;)=0
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V=9, V-1t 02 ) AP R Y Pt
+ (Y Yoo gy oons Gy Gy, -.2)s 2.7.2)

que es la prediccion Optima para Y., con la informacion
disponible en t.

Como ejemplos del procedimiento recursivo de predicci('?n con un
modelo ARMA/ARIMA véanse los siguientes. Sean tres variables, W,
X y Z generadas por los modelos:

(1—0,5L) W,=aq, (2.7.3)
(1-0,5L)(1—L)X,=a} (2.7.4)
(1—-0,5L)(1—L)(1-L)Z,=a;} (2.7.5)

Por lo visto en las secciones anteriores W, es una variable estaciona-

ria, es decir I(0), y X, y Z, son variables no estacionarias: X, es

integrada de orden uno, I(1), y Z, integrada de orden dos, 1(2}.
Supongamos que los valores anteriores a t+1 de estas variables

son:

w,=10; X,=10; X,.,=9; Z,=10; Z,_,=85, Z,_,=175.

Con todo ello, estando en t se quieren hacer predicciones de todas
las variables para el momento t+ 3. Los valores de dichas variables en
t+ 3 vendran dados por

Wii3=05W.r+a.;
X,13= 15X, ,7;—0,5X, 4, +af
Z:+3 =2?521+2_2Zl+l+0’SZl+al++3

y su prediccion sera

W +3= 095 vvr +2

Xr+3= 1:5X1+z“0,5)?:+1

Zt+3 =2’521+2_221+ 1 +0,SZ,
que depende de predicciones para momentos intermedios entre t y
t+ 3, por lo que hay que emplear el procedimiento recursivo sefialado.

Adelantando una unidad el subindice temporal en las expresio-
nes (2.7.3) a (2.7.5), se tiene que
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Wi1=05W+a.,,
X, 1 =15X,-0,5X,_,+a}*,
Zl”“l =2,SZ,_ZZ,_ 1 +O,SZ,_2 +a,++1
Sustituyendo aqui los valores anteriores de las variables por sus

correspondientes observaciones y las innovaciones en t+ 1 por su es-
peranza matematica que es cero, se obtienen predicciones para t+ 1:

W,,=0,5x10=5 (2.7.6)
X,,,=15%x10-0,6x9=10,5 (2.7.7)
2,01 =25%x10—2x85+0,5x7,5=11,75 (2.7.8)

Para predecir los valores en ¢+ 2 se formulan las ecuaciones (2.7.3) a
(2.7.5) para t+2, sustituyendo ademas los valores correspondientes a
t+1 por las predicciones calculadas en (2.7.6) a (2.7.8). Asi:

I;i/t+2=0’5‘;i/l+l'_"2’5
X,.,=15%X,,,-05X,=10,75
Z2,0,=252,,,—22,+05Z,_,=13,625

Con todo ello las predicciones para t+ 3 seran:

=

+3=035W+2= 1,25
+3=15%X,,,—05X,,,=10,875
2,03=252,,,-22Z,,,+0,5Z,=15,5625

<y

La expresion (2.7.2) permite obtener la prediccion de Y,,, para
diferentes valores de k haciendo uso del modelo univariante: por esa
razon a (2.7.2) se le llama funcion de prediccion univariante. Un
analisis detallado de esta funcion se realiza, por ejemplo, en Box et
al. (1987), Pena (1989) o Espasa y Pena (1991). En el siguiente
epigrale se centrara la atencion en uno de los aspectos mas importan-
tes de la misma.

2.8. La funcion de prediccion final
y su importancia econémica

Una vez visto como predecir a cualquier horizonte temporal utili-
zando el modelo ARIMA, cabe preguntar qué tipo de comportamien-
to de la variable en cuestion esta implicito en estas predicciones.
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Si estando en el momento t se quiere predecir el valor de Y en
t+k, siendo la antelacién temporal k mayor que el orden g de las
medias moviles del correspondiente modelo ARIMA, se puede ver en
la ecuacion (2.7.1) que todas las innovaciones que entran en la
determinacion de Y,,, son futuras, es decir, posteriores a t, por lo
que en el calculo de la prediccion se sustituyen por cero. En otras
palabras, en predicciones a un horizonte superior a ¢ la parte de
medias moviles del modelo aparentemente no tiene efecto, y para ese
tipo de horizontes las predicciones satisfacen la siguiente relacion:

Tai=t, B s

Esa expresion resulta ser una ecuacion en diferencias finitas de
orden p+d, cuya solucion general viene dada por

(28.1)

donde b¥ son constantes arbitrarias que cambian con las condiciones
iniciales, es decir, con la informacion que se dispone en el momento
de hacer la prediccion, y g;(k) son funciones del horizonte tempo-
ral k. La parte de medias moviles del modelo incide directamente en
las predicciones de los valores anteriores a t+4.

La funcion (2.8.1) es la llamada funcion de prediccion final*?. Tal
y como indica el superindice de las constantes arbitrarias, esta funcion
cambia con el origen de la prediccion —t—, pues con él cambian
dichas constantes.

Las expresiones g;(k) estan relacionadas con la parte autorregresi-
va del modelo ARIMA para Y. En concreto si todas las raices del
polinomio AR son distintas entre si

gj(k)=g'},

donde g; es la inversa de la raiz y; del mencionado polinomio auto-
rregresivo. Si una raiz se repite n veces, entonces habra n valores
iguales g;=1/u;, y su contribucion conjunta sera

22 Ge demuestra que la funcion de prediccion del epigrafe anterior no es mas que
f,l+k=b(1"gl(k)+ +b‘,f’+a9,+4(k)—0|a:u-n — '_oqal*"k—q‘
A esta expresion se le denomina la forma integrada de la funcion de prediccion. Si

k>q entonces a efectos de prediccion a,45_, = --- =a@,,5_, S¢ hacen igual a cero, y
esta expresion colapsa en la funcion de prediccion final.
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(Queé sucede al predecir con un horizonte temporal suficientemente
lejano en el futuro, es decir, si k — c0? Se pueden distinguir dos casos.

1. Siel mundo es estacionario todas las inversas de las raices del
polinomio AR —denotadas por g,— estan dentro del circulo unidad,
es decir, tienen modulo menor que uno, y se cumplira que

Koo

lim %= Em' G0} + - +bPg})=0,
y a medida que k tiende a infinito Y;,, tiende a cero: en el mundo
estacionario la prediccion colapsa en el valor medio de la variable,

que se esta suponiendo que es cero. Mas adelante se comentara el
modelo estacionario con media distinta de cero.

2. Si el mundo presenta una no estacionariedad homogénea,
existe al menos una raiz igual a uno; si denotamos a la constante
asociada a esa raiz por by, entonces

y el resultado anterior ya no es valido.

En los ejemplos (2.7.3) a (2.7.5) de la seccion anterior la funcion
de prediccion final se da desde k=1, ya que en todos ellos el orden de
las correspondientes medias moviles es cero. Dado que las inversas
de las raices de los polinomios autorregresivos son:

— proceso de la variable W: 0,5,
— proceso de la vanable X: 1y 0,5,
— proceso de la variable Y: 1,1 y 0,5,

se tienen que las correspondientes funciones de prediccion final son:

ka:bwl -0,5*
X:+k= S\")o 1k+b§\")1 -0,5
Z,oi= (b + b k) 14+ b9, -0,5%.

La determinacion de las constantes bY’ se hace a partir de las
condiciones iniciales. En estos ejemplos las funciones de prediccion
finales son validas desde k igual a uno, por lo que utilizaremos como
condiciones iniciales W, para W, X,y X,,, para X y Z,, 21 Y Z0ss
para Z. Con ello, para W:

b, = W,/0,5°=10.



108 Antoni Espasa y Jos¢ Ramon Cancelo

Para X:
X, =10=b%,+b%, -0,5°
X, 1=10,5=b%+b%, - 0,5,
y resolviendo dicho sistema se tiene que
bpo=11 y b=-1
Para Z:
Z, =10=b‘z‘{,+b‘z"1'0+b‘z"2~0,5°
Zooy=11,75=b%h +b%s + b7, - 0,5
2,.,=13,625=b%,+b%, - 2+bY,-0,5?

con lo que resolviendo el sistema se tiene que:
b =95 bP=2 'y bZ=05.
Recapitulando, las tres funciones de prediccion final son:

W,,.,=10-0,5"
X, =11-05
Z,40x=9,5+2k+0,5-0,5.

Se comprueba que cuando k tiende a infinito la prediccion de W
colapsa a su media, que es cero, pero €so no ocurre con Xy Z que
son variables no estacionarias. Ademas el comportamiento de las
predicciones a largo plazo es distinto para X, variable integrada de
primer orden, que para Z, que es I(2): con el origen de prediccion
que hemos tomado, a largo plazo la prediccion de X tiende a once,
mientras la de Z tiende a situarse sobre la linea recta 9,5+ 2k.

Este ejemplo sirve también para ilustrar que el comportamiento
de las funciones de prediccion a largo plazo es distinto en funcion del
tipo de no estacionariedad que presente la serie concreta que se
analiza, y éste es un resultado muy importante en esta clase de
modelos. A continuacion se revisaran los principales resultados desde
la perspectiva estrictamente matematica, y mas adelante se procedera
a su interpretacion economica.

Supongase que el modelo ARIMA incluye una y sélo una raiz
unitaria, es decir, que AY,=W, es un proceso estacionario. A largo
plazo las demas raices de ¢,.4(L) tienen una contribucion cero, y
queda que

lim Y, ,=lim bY - 1*=b{.
k—+ o

k-
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En este caso la prediccion a largo plazo para la variable Y es una
constante, b¥), que depende del momento ¢t en que se realiza la
prediccion y, por lo tanto, cambia al cambiar dicho origen. Eso
significa que a largo plazo la variable tiende a estabilizarse en un
determinado valor, aunque ese valor varia a medida que entran
nuevas observaciones en el sistema.

En el ejemplo anterior en el que la variable X viene generada por
el modelo ARIMA (2.7.4), se ha visto que la funcion de prediccion
final que se obtiene prediciendo desde ¢ es tal que la prediccion a
largo plazo tiende a once. Sin embargo, supongase que en t+1 se
observa el valor 10,2, que difiere de la prediccion que para ese
momento se hacia desde ¢, igual a 10,5. Repitiendo el ejercicio ante-
rior teniendo en cuenta la nueva observacion, se llega a b} V=104
y b3 = —0,2, y la nueva funcion es

Xg+1)+5=10,4—0,2-0,5",

A largo plazo esta funcion tiende a 10,4, que es distinto del valor (11)
al que tendia la funciéon de prediccion final que calculabamos con
informacion hasta t.

Volviendo brevemente al caso de procesos estacionarios, sea el
modelo

LI )=0

que por hipotesis es estacionario e invertible, y la Gnica diferencia con
respecto a los modelos estacionarios que se han considerado previa-
mente es que ahora la media de Y, es p, distinta de cero. En este caso
para k> g se tiene que

(f,l+k_u)=¢l(?;+k—l—_#)+ +¢p(2+k—p_#)

y la solucion de esa ecuacion en diferencias finitas es, suponiendo que
todas las raices son distintas??,

Vo= pu+bPd i+ - +b7g,,

con lo que cuando k tiende a infinito se cumple que

23 E| que alguna raiz estacionaria se repita no altera la convergencia a largo plazo,
como se desprende de la ecuacion expuesta anteriormente para el caso de raices
repetidas.
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Lo anterior se puede ilustrar para el caso del proceso autorregre-
sivo de primer orden:

Y= (Y- —u)+a, k-

Las predicciones para distintos valores de k seran:

— para k=1: Y, =p+o(Y,—n)

— para k=2 Z’.+z=#+¢1(}’,+1—#)=#+¢f(Y,—u)

— en general: ¥, ,=p+¢i(Y,—p),
con lo que el limite cuando k tiende a infinito es la media del pro-
ceso U. ‘

Una variable generada por un proceso estacionario con media u
se caracteriza por tender a largo plazo a esa constante y, pero, a
diferencia del caso en que Y, tenia una raiz unitaria, esa constante es
la misma cualquiera que sea el origen de prediccion. Este es otro
aspecto que distingue a los procesos estacionarios de los integrados
de orden uno. En estos ultimos el valor de equilibrio a largo plazo
es estocastico y dependiente de la historia de la variable, mientras en
los procesos estacionarios es determinista (igual o distinto de cero
segiin sea el caso) e independiente del presente y pasado de la
variable. A

Si el modelo ARIMA incluye un término de la forma AZ?, entonces
el polinomio AR extendido tiene dos raices unitarias, y la contribu-
cion de esa doble raiz unitaria sera

b9 + bPK] 1X
y como a largo plazo solo importan las raices unitarias

lim fg+k=,}£m BE+bPk)1*=+ 0

k-

yendo a + 0o o a —oo dependiendo del valor de bY.

En este caso si se hace la prediccion desde ¢, hay un intervalo de
tiempo en que las predicciones muestran una oscilacion, mayor o
menor en funcion de la dependencia dinamica de caracter estaciona-
rio; pero a partir de un t*=t+k, con k suficientemente grande, la
contribucion de la parte estacionaria del modelo es nula o practica-
mente nula y todas las predicciones se sitdan sobre una recta, como
se vio en el ejemplo de la variable generada por el modelo (2.7.5).

Cuando AA,,Y,=A%U,,(L)Y, es la transformacion estacionaria,
la presencia de A? provoca la repeticion del resultado anterior,
mientras U,,(L) aporta once raices de modulo unidad que implican
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oscilaciones de caracter estacional que también se mantienen a largo
plazo?*. Esto va a suponer, sobre la recta que se deriva de la pre-
sencia del factor A?, la inclusién de unos factores aditivos constantes
de caracter estacional, que dependen del momento ¢, en la funcion de
prediccion a largo plazo. Si denominamos S¥, j=1, 2, ..., 12, a tales
factores estacionales para los que se demuestra que cumplen la pro-
piedad de sumar cero a lo largo de un ciclo, es decir,

12
> sp=0,
j=1

se tiene que para k suficientemente grande

B DOk S,

donde el factor estacional (j=1, 2, ..., 12) asignado sera el que co-
rresponda al mes del afio en que cae la observacion t+k.
Considérese ahora un modelo del tipo

¢p(L)(AY; —#): oq(L) a,

donde, para simplificar, se supone ¢,(L)=60,(L)=1. En este caso
AY, es un proceso estacionario, pero su media es distinta de cero.
Operando

q,

AY,=p+a, = Y, = +X=Y11+Y2t

[P S

y se puede replantear el problema de predecir Y, como un problema
de predecir por separado Y,, y Y,,; como

sz = %‘ = AY2,=a,,

la prediccion de Y,, a largo plazo es, por lo visto anteriormente, una
constante que cambia con las condiciones iniciales, es decir,

?2.1+k:bg)'
Por su parte Y, es puramente determinista, ya que

Yy, =u/A=p/(1-L)y=p(1+L+L*+-);

24 Vease el apéndice a este capitulo.
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entonces es facil comprobar que dada la condicion inicial, Y;,, resulta
que

Y, o1 =Y tu

Yo=Y o1 =Yy, +20

Yx,x+k=Yl,:+k—1+l‘=Yu+k#

y la contribucion de Y;; a la prediccion de Y, es una recta de
pendiente u. Combinando ambos resultados,

T F et T i+ Vit = B0 e

De ahi que si AY, tiene media distinta de cero, a largo plazo las
predicciones para Y, se sitian sobre una recta; como se vera mas
adelante en este mismo epigrafe, esta recta se puede interpretar como
una trayectoria de equilibrio a largo plazo, caracterizada por una tasa
de crecimiento determinista e independiente de las condiciones del
sistema.

Para cerrar el estudio de los modelos mas usuales en la literatura,

sea el caso en que

Interpretacion economica.
A largo plazo la variable tiende a
Un equilibrio estable, by, cuyo valor concreto
depende del momento puntual en que se encuentre

Un equilibrio estable en el valor u, inmutable.
el sistema.

Una situacion de crecimiento equilibrado lineal en

la que ambos parametros son inmutables.
los parametros dependen del momento puntual en

en el que la tasa de crecimiento y la ordenada en el
el que se encuentre el sistema.

origen dependen del momento puntual en que se

Una situacion de crecimiento equilibrado lineal,
encuentre el sistema

Una situacion de crecimiento equilibrado lineal,
en el que la tasa de crecimiento es inmutable.

Una situacion de crecimiento equilibrado lineal
con ordenada en el origen estacional. Todos los

Anularse.
1 final de esta seccion.

., 12

de la funcion
de prediccion
by
by

Parametros
estocasticos
W B
b, b
by, b, SV

1, 2,

Y=a+bt+n,

J

donde Y, esta definida como la suma de un polinomio lineal en el
tiempo y un residuo estacionario (n,) con media cero. Dado que a
largo plazo la prediccion del componente estacionario se anula, es
obvio que la prediccion a largo plazo para la variable Y viene dada
por

?l+k=bg)
+k=bg)+[1k

Funcion
?l+k=
?Hk:l‘

de prediccion

Funcion de prediccién a largo plazo para distintos modelos
a largo plazo

4
Y v=a+b(t+k)

Brap= b +bY K
Y =b8 + b k+SY

enrma b+,

fine como I(d) tal y como sc hizo en la seccion 2.3, sino como I(d, m), donde m es cero o uno, scgun sca nula o

| expresion en la que todo es determinista e independiente de la situa-
| cion presente y pasada del fenomeno.

En las Gltimas columnas del cuadro 2.1 se resumen los resultados
que se obtienen para los distintos casos considerados.

;Cual es la importancia economica de estos resultados, o lo que
es lo mismo, qué tipo de informacién proporcionan al economista?
Antes de nada, se ha de sefalar que la prediccion se puede interpretar
| como el valor que tomara la variable en el futuro si el sistema no
| sufre ninguna innovacidn, o sorpresa, con posterioridad a t. En efecto,

tal y como se ha definido la prediccion optima, lo Gnico que se hace
| para calcularla es sustituir las innovaciones futuras desconocidas por
cero, es decir, suponer que no habra ningin tipo de innovacién a
partir del momento en que se realiza la prediccion.

.

CuADRO 2.1.
integracion
(*)
©,0)

0. n
1.0
1.1
2,0
2.0

Orden de

Caso
a+bt+n,
n, estacionaria
con media cero

(*) El orden de integracion no se de
no la media de la transformacion estacionaria. La razéon de esta terminologia se explica a

. Y estacionaria
con media cero
Y, estacionaria
con media u#0

. AY, estacionaria
con media cero
con media u#0
con media cero
Y,
con media cero

4. AY, estacionaria
5. A?Y, estacionaria
7. AA,,Y, estacionaria

1
2.
3
6.
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Desde ese punto de vista las predicciones para distintos valores
de k no son mas que las expectativas que s€ tienen en t para la
variable en t+1, t+2, ... Notese que se trata de unas expectativas
que se deben calificar como expectativas un@variantes, en el sentg('io
de que se construyen teniendo en cuenta unicamente la‘ informacion
que aporta la serie temporal del fenomeno que se estudia.

En ese caso la funcion de prediccion se puede interpretar como la
funcion generadora de expectativas univariantes, y esa funcion, y mas
concretamente sus parametros, caracteriza el mecanismo de genera-
cion de expectativas univariantes de los agentes economicos. Es de
destacar que este mecanismo produce expectativas Optimas dado el
conjunto de informacion que se esta empleando. o

Si se deja que k tienda a infinito, la funcion de prediccion va a
proporcionar la situacion de equilibrio a la que tiende la variable,
situacion que puede caracterizarse por un valor constante en el
tiempo, equilibrio estable, o por una funcién del tiempo, situacion de
crecimiento equilibrado. Si a partir del momento en que se hacen las
predicciones el sistema ya no experimentase ninguna innovacion, la
variable terminaria por alcanzar una trayectoria de equilibrio dada
precisamente por la funcion de prediccion a largo plazo.

En conclusion, la importancia de la funcion de prediccion obedece
a dos causas: por un lado permite cuantificar las expectativas a dis-
tintos plazos sobre un determinado fendémeno; por otro, aproxima la
situacion de equilibrio a largo plazo hacia la que se mueve la variable.

De la prediccion se desprende que

ATES AL (28.2)
donde por e¢,,, se denota el error de prediccion que se comete en ¢
al predecir Y,,,, y que se puede demostrar que es igual a

LAY N 2V AP SR JY

Obsérvese que con la expresion (2.8.2), se esta descomponiendo
el valor real Y,,, en dos partes que son independientes entre si:

1. Y., expectativa que, usando de forma eficiente la informa-
cion disponible, se tiene en el momento ¢ sobre Y, .,, o equivalente-
mente, valor que tomara Y,,, suponiendo que entre t+1 y t+k el
sistema no experimente ningin tipo de innovacion.

2. e, efecto de las sorpresas ocurridas entre t+1 y t+k, que
se obtiene como una suma ponderada de las correspondientes innova-
ciones. Si k=1 ese error de prediccion es la innovacion del momento
t+1.
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{Cuales son las implicaciones de los resuitados del cuadro 2.1
desde esta nueva perspectiva? Comparese en primer lugar el caso en
que AY, es un proceso estacionario con media cero con ¢l caso en que
Y, es un proceso estacionario con media y distinta de cero.

Con ambos modelos la prediccion a largo plazo, o la situacion de
equilibrio a largo plazo latente en el momento de hacer la prediccion,
es una constante: la variable es tal que tiende a un equilibrio estable?5.
Ahora bien, si la modelizacion correcta incluye el operador A, esa
constante lo es referida a un determinado conjunto de informacion:
si con la informacion disponible en ¢ esa constante esta evaluada en
b¥, cuando se disponga del dato de Y, y en consecuencia el nuevo
conjunto de informacion abarque hasta t+ 1, en general sucedera que
el nuevo equilibrio a largo plazo sera b§* '), con b§*V#b¥. Con este
modelo ARIMA la situacion de largo plazo es siempre de equilibrio
estable, pero su valor cambia con las innovaciones que sufre el
sistema. -

Por el contrario, en el supuesto de que Y, sea un proceso estacio-
nario de media u, el equilibrio a largo plazo sera siempre igual
a u, con independencia de la informacion que se tenga sobre las
innovaciones que esta experimentando la variable de interés. Es decir,
al sistema no pueden llegar perturbaciones capaces de alterar su valor
de equilibrio.

Pasando a los cuatro casos en los que la funcion de prediccion a
largo plazo es una recta, y comenzando con el que incluye el término
AZ, es evidente que, en este caso, la velocidad de avance del fenomeno,
AY, sera no estacionaria, ya que la transformacion estacionaria es,
por hipatesis, A?Y,. Por lo tanto la velocidad de avance AY, tendra
un equilibrio a largo plazo caracterizado por ser una constante que
se modifica con las condiciones iniciales.

Se esta diciendo con ello que a largo plazo Y, presenta un creci-
miento constante (situacion de crecimiento equilibrado), aunque esa
constante cambia con el origen de la prediccion al incorporar nueva
informacion sobre los factores que afectan a Y.

A ese crecimiento a largo plazo del fendmeno que se estudia se le
denominara en lo sucesivo inercia, y matematicamente es la pendiente
de la funcion de prediccion a largo plazo. Esta es otra forma de ver
por qué se dice que los fenomenos con dos raices unitarias siguen una
evolucion cuasi lineal: la situacion de equilibrio viene dada por una
funcion lineal del tiempo, con coeficientes que se modifican con el
origen de la prediccion.

25 Recuérdese que cuando ¢, (L) se factoriza como ¢,(L)- A, los coeficientes del
correspondiente polinomio (L) tienden a una constante cuando la potencia de
L tiende a infinito.
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Notese también que esta situacion de equilibrio a largo plazo
reproduce el esquema de los coeficientes del polinomio ¥, (L); se ha
visto que en el caso en que d),,,,,,,(L):d),,(L)A2 los coeficientes de
¥ (L) tienden a mas/menos infinito de forma lineal, resultado que se
vuelve a obtener aqui para las expectativas a largo plazo de la serie.

Una situacidn similar se presenta en los modelos basados en
AA,, Y, que, salvo por el factor estacional aditivo, reproducen fiel-
mente los resultados anteriores, ya que AA;, no es mas que A%U, (L).

Supongamos ahora que AY, sigue un proceso estacionario con
media p. Tal y como se ha comentado anteriormente, en este caso la
pendiente de la recta de prediccion a largo plazo —lo que antes se
denomind inercia—, siempre toma el mismo valor: eso significa que
cualesquiera que sean los factores que afecten al fenomeno su tasa de
crecimiento de equilibrio se mantiene inalterada. Es decir, una varia-
ble econdémica que venga generada por este proceso tiende a una
situacion de crecimiento equilibrado, concretamente crecimiento li-
neal, en la que la tasa de crecimiento a largo plazo no puede verse
alterada por las innovaciones que llegan al sistema.

Obsérvese que si ese modelo univariante es correcto, entonces el
crecimiento (determinista) a largo plazo de esa variable no puede
venir explicado en funcion de una variable econdémica cuyo creci-
miento a largo plazo sea estocastico, es decir, cambie con las pertur-
baciones que sufre el sistema econémico.

De aqui se puede extraer una importante conclusion: la inclusion
de constantes en el modelo ARIMA supone fuertes restricciones sobre
la caracterizacion del largo plazo de la variable, y hay que ser muy
conscientes de este hecho a la hora de la modelizacion.

El caso extremo de la imposicion de restricciones sobre el largo
plazo son los modelos del tipo Y,=a+ bt+n,, donde n, es un proceso
estacionario; con estos modelos se obliga a que el largo plazo de Y,
venga determinado por una recta que jamas cambia en el tiempo,
presentando asi una evolucion a largo plazo puramente determinista.

Una de las principales causas del auge de los modelos ARIMA es
la forma en que caracterizan el largo plazo. Hasta su aparicion el tipo
de modelizacién empleado suponia esquemas esencialmente determi-
nistas, con sus consiguientes limitaciones. Por el contrario los mode-
los ARIMA presentan una gran flexibilidad ya que, aunque impliquen
una evoluciéon a largo plazo del fenomeno que se puede expresar
como una funcion del tiempo, los parametros de esa funcion se
adaptan continuamente a las condiciones del sistema. Si éstas cam-
bian, también cambian los parametros en los que se basa la genera-
cion de expectativas.

Es inmediato generalizar los resultados anteriores; por ejemplo,
una variable cuya transformacion estacionaria sea A%Y, tendra una
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raiz unitaria triple con una contribucion en la funcion de prediccion
igual a

(b9 + bk +bPK?) 1*

y su funcion de prediccion a largo plazo es una funcion cuadratica
del horizonte temporal de prediccion, donde los tres coeficientes son
estocasticos.

La definicion del orden de integracion de una variable temporal
que habitualmente se emplea —y que se expuso al principio de la
seccion 2.3—, puede resultar algo confusa cuando se aplica al analisis
del comportamiento de las predicciones a largo plazo.

Asi, si se sigue la antedicha definicion, dos variables pueden tener
el mismo orden de integracion (como por ejemplo en los casos tres y
cuatro del cuadro 2.1%°), y presentar una trayectoria de largo plazo
radicalmente diferente (de equilibrio estable en el caso tres y de
crecimiento lineal en el caso cuatro). Ademas, dos variables pueden
tener ordenes de integracion diferentes, casos cuatro y cinco de dicho
cuadro?’ y sin embargo sus trayectorias de largo plazo pueden com-
partir la caracteristica de crecimiento lineal.

Por esa razon en Espasa y Peiia (1991) se generaliza la terminolo-
gia de variables integradas. Cifiéndose a los casos en los que la no
estacionariedad se elimina exclusivamente mediante diferenciaciones,
proponen definir una variable integrada de orden I(h, m) como una
variable a la que se debe aplicar h veces el operador de diferencias
para que se convierta en estacionaria, y m toma el valor cero o uno
segin que la media de la transformacion estacionaria sea o no nula.
Con ello, siempre que no se cumpla que h=m=0, en cuyo caso la
serie tiende a anularse, la trayectoria de largo plazo viene dada por
un polinomio temporal cuyo orden es (h—1)+m.

Ademas, esa trayectoria es determinista o dominantemente deter-
minista si m no es cero. En efecto, si m es uno y h es cero la
trayectoria es plenamente determinista. Pero si siendo m la unidad h
es distinto de cero, la trayectoria de largo plazo es un polinomio
temporal de orden (h+m—1) en el que el coeficiente de la mayor
potencia es inmutable, no cambia con las condiciones del sistema; y
como tal potencia domina la evolucion a largo plazo que genera el
polinomio, se puede decir que dicha trayectoria es dominantemente
determinista.

La segunda columna del cuadro 2.1 recoge el orden de integracion
de cada caso estudiado en este capitulo siguiendo esta definicion.

26 De acuerdo con la definicion del epigrafe 2.3, ambas series son integradas de
orden uno, ya que en su modelo ARIMA hay una diferencia regular.
27 Orden uno en el caso cuatro y orden dos en el cinco.
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2.9. La incertidumbre en la prediccion

Recordando la formulacion del modelo ARIMA como un proceso
MA(cc)
Y=y(L)a

donde ¢ (L)= ((;5‘,(L)A")‘1 @, (L), se tiene que el valor de la varia-
ble Y en t+k vendra dado por

 ANPET PR NIRRT VAT ' ST N

Dado que la prediccion oOptima de Y, es la esperanza de ese
valor condicionada a la informacion disponible en t, y que la espe-
ranza condicionada de la innovaciones futuras es cero, se tiene que

Yi=vnatde g+
De ahi que en la descomposicion
Y= ?l+k+el+k
resulte, como ya se ha adelantado en el epigrafe anterior,
=it o B,

y el error de prediccion es una media movil de las innovaciones com-
prendidas entre t+1 y t+k.

En cuanto a las propiedades estocasticas de ese error de predic-
cion, su valor esperado es la suma ponderada de los valores esperados
de las innovaciones que lo componen; ahora bien, como todas las
innovaciones por definicion tienen esperanza igual a cero, la espe-
ranza de e,,, también sera cero:

.E(,‘atf"%.) =0.

De aqui se deduce que en media los errores que se cometen pre-
diciendo k periodos por delante son iguales a cero, y esto es lo que
en la literatura estadistica recibe el nombre de prediccion consistente:
algunas veces se tienen errores de prediccion positivos y otras negati-
vos, pero en conjunto tienden a anularse y su media es cero.

Esta es una propiedad imprescindible para una buena prediccion,
y es logico que sea asi: si los errores de prediccion tuviesen una media
distinta de cero, habria un componente sistematico en dichos errores,
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y se podrian mejorar las predicciones sin mas que incorporar a las
mismas dicha media no nula.

En cuanto a la varianza del error de prediccion, se tiene que como
las innovaciones que entran en la definicion del error son indepen-
dientes, tal varianza viene dada por
var(e ) =(1+yi+ - +yi_ ) o]

y depende, por tanto, de dos factores:

1. de la varianza de la innovaciones (¢2): cuanto mayor sea la
volatilidad intrinseca de la serie (g,), mayor sera la dificultad de
predecir su futuro;

2. de los coeficientes ¥ ;, que representan el tipo de dependencia
dinamica de la variable: cuanto mayores sean en valor absoluto,
mayor es la varianza de ¢, ,,. A este factor se le conoce como el factor
estructural del error de prediccion.

(A qué es igual la varianza del error de prediccion con k periodos
de antelacion cuando k es suficientemente grande, o lo que es lo
mismo, en cuanto se evalua la dificultad de predecir correctamente
un futuro lejano? Se pueden distinguir principalmente dos tipos de
situaciones.

A) Si el fenomeno es estacionario, los coeficientes y; tienden a
cero cuando j tiende a infinito; la condicion de estacionariedad (2.2.5)
implica que la expresion

T+yT+ya+ -

converge a una constante, y el factor estructural de var(e,,,) esta
acotado: no importa lo alejado en el futuro que se prediga, llega un
momento en que las sucesivas Y7 que se afiaden son aproximada-
mente iguales a cero.

Como la otra componente de la varianza de e, ,,, o7, también es
finita por definicion, la varianza del error de prediccion con k perio-
dos de antelacion es siempre finita en procesos estacionarios:

var(e,s) <oo.

En consecuencia, en un mundo estacionario la incertidumbre con
respecto al futuro esta siempre acotada: éste es una propiedad impor-
tante de los procesos estacionarios.

B) Por el contrario, si el fenomeno es no estacionario, los coefi-
cientes Y; no tienden a cero.
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B.1) Si la no estacionariedad esta provocada por la presencia de
una unica raiz unitaria (A), la sucesion y; tiende a una constante a
medida que j tiende a infinito; por tanto, a medida que k aumenta la
parte de var(e,,,) que se debe a la dependencia dinamica incluye cada
vez mas términos, y aunque los términos adicionales sean finitos, al
no ser cero su suma tiende a infinito.

B.2) Si hay dos raices unitarias positivas (A? 0 AA, 2') los coefi-
cientes y; tienden a o de forma lineal, y con mas razon el fac}or
estructural provoca que la varianza de e, ., tienda a infinito a medida
que se predice para un horizonte mas lejano.

En conclusién, si el mundo es no estacionario la incertidumbre
sobre el futuro nunca esta acotada: cuanto mas lejano en el tiempo
se predice, mayor sera la incertidumbre asociada a esa prediccion. Es
importante recalcar que esa conclusion es valida para cualquier tipo
de no estacionariedad, incluso para la mas sencilla, la correspondiente
a variables integradas de primer orden, en las que el crecimiento es
estacionario.

Esta caracteristica tedrica de los modelos ARIMA parece cohe-
rente con lo que se observa al estudiar fenémenos economicos reales,
ya que no se puede pretender tener la misma incertidumbre si se hace
una prediccion para el afio 1993, para el 2000 o para el 2100: en este
altimo caso la incertidumbre es tan grande que la prediccion deja de
ser util. Por lo tanto este resultado para la varianza del error de
prediccion no es caprichoso ni un mero formulismo matematico, sino
que es una propiedad deseable para un modelo que intente captar
este aspecto esencial del mundo econoémico.

Con frecuencia se afirma que los modelos ARIMA predicen mal
a largo plazo. Del desarrollo anterior se deduce que no es que la
prediccion sea mala en si, sino que la varianza del error de prediccion
es muy grande; ello se debe a las propias caracteristicas del fenomeno
que se estudia, y los modelos ARIMA no hacen mas que reflejarla.

Si el fenomeno se intenta modelizar con una expresion de la forma
Y,=a+bt+n, donde n, es una perturbacion estacionaria, la predic-
cion de 1993 vendra dada por

?1993 =a+b " 1993+ﬁ1993

y el error que comete esta asociado a la varianza del error de predic-
cidn de un proceso estacionario, n,. Para simplificar, sea n,=a,, con
lo que la varianza del error de prediccién para 1993 sera o7; si ahora
se predice para el afio 2000, la prediccion es

?2000=a+b'2000,
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con una vanianza del error de prediccion que vuelve a ser ¢2; para
el afio 2100 la prediccion puntual es

Y2100=a+b-2100,

con la misma varianza del error de prediccion. La incertidumbre aso-
ciada a la prediccion es independiente del horizonte considerado 8,
situagiép desde todo punto de vista inaceptable para fenémenos
economicos.

Si se esta estudiando un fenémeno en que la incertidumbre aumen-
ta a medida que se pretende predecir un futuro cada vez mas lejano,
es importante que el modelo utilizado no prediga con una varianza
acotada: se deben utilizar modelos en los que la incertidumbre
respecto al futuro sea explosiva, pues asi es la realidad y todo modelo
debe pretender ser un reflejo de ésta.

Esto ocurre también si se utiliza un modelo econométrico, es decir,
un modelo con variables explicativas: la explosion puede ser mas lenta
pero también existe, pues si la variable endogena es no estacionaria
lo tendran que ser algunas o todas las variables explicativas y/o el
término residual; la varianza del error de prediccion de ese o esos
componentes no estacionarios tendera a infinito y, por tanto, también
la varianza del error de prediccion de la variable endogena.

La relevancia de este tipo de resultados para el analista economico
es clara: el proceso de modelizacion ha de basarse en instrumentos
que sean flexibles para adaptarse a condiciones cambiantes, y los
modelos ARIMA lo son. Cuando se predice a medio y largo plazo
se debe analizar la varianza del error de prediccion, sabiendo que
—dadas las caracteristicas de los fendmenos econémicos— no se debe
esperar que sea estable ante aumentos del horizonte de prediccion. Si
un modelo impone de antemano que la incertidumbre esté acotada,
la medicién que realiza de la misma puede considerarse erronea. Se
puede pretender desarrollar modelos en los que la explosion de la
incertidumbre hacia el futuro sea mas moderada que la de otros
modelos alternativos, pero pretender que no se dé tal explosion en la
incertidumbre no parece realista.

Muy relacionado con la utilizaciéon del modelo ARIMA con fines
predictivos esta la evaluacion de una nueva observacion. Por todos
los supuestos que se han realizado, la distribucion de Y, condiciona-
da a la informacion disponible hasta ¢ sera N(¥,,,, var(e, ), es decir,
una distribucién normal cuya media es la prediccion Optima y varian-

28 Si n, sigue un proceso ARMA general este resultado es aplicable a partir de un
valor suficientemente grande de k, que depende de los coeficientes i ;; pero este cambio
no altera la esencia del resultado que se esta comentando.
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za la del error de prediccion correspondiente. Por lo tanto, para k=1
la distribucion de Y,,,; condicionada a la informacion digponible
en t es N(Y..,, ¢2), ya que la varianza del error de predlcciép a
un periodo es igual a la varianza de la correspondiente innovacion.

Con esa distribucion condicionada se puede construir un intervalo
de confianza para Y,,; si el nivel de confianza es por ejemplo del
95%, ese intervalo sera

(Y,,,—1960,, Y., ,+1960,).

Este intervalo puede ser muy Util para evaluar el dato que llegue
en t+ 1. Sin un criterio a priori, cuando llegue el dato correspondiente
a t+1 puede ser dificil concluir si dicho dato tiene 0 nO un compo-
nente novedoso importante, que deba dar lugar a la consideracion
de medidas en funcion de la novedad aparecida. Sin embargo, si se
dispone del correspondiente intervalo de confianza, que no es mas
que una cuantificacion de las expectativas sobre la realizacion en t +1,
se concluye rapidamente si el dato incorpora un componente novedo-
so importante 0 no.

Si Y,,, cae dentro de ese intervalo, el efecto de a,,, ha sido
pequeiio, y la evolucion del fenomeno ha sido la esperada; si Y, cae
fuera del intervalo, el efecto de la innovacion ha sido relevante, y
ha apartado a la variable de forma significativa de su trayectoria
previsible 2°.

2.10. Utilidad de los modelos ARIMA
en el analisis economico

En el capitulo anterior se decia que el universo economico es
multivariante, por lo que es preciso considerar todo el vector de
variables y con él un modelo multiecuacional absolutamente general.
Ahora bien, bajo ciertas condiciones muy generales, que se suelen
cumplir en muchas de las situaciones que se encuentran en la practica,
este modelo econométrico implica que cada variable que en €l aparece
esta generada por un modelo ARIMA-IA.

De ahi que los modelos ARIMA o ARIMA-IA no sean modelos
arbitrarios, cajas negras cuya unica utilidad es la prediccion, sino que
son modelos ligados con la forma final de un modelo economeétrico
simultaneo global.

Por lo tanto, y a diferencia de los modelos de alisado exponencial,

29 yéase por ejemplo Cancelo (1989).
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existe una conexion entre la modelizacion ARIMA de un fendmeno
y el tipo de modelos que constituye la base de todo analisis economi-
co. Los modelos ARIMA son consistentes, en el sentido de que son
coherentes con el analisis basado en un sistema multiecuacional
global y, por ello, una vez estimado un modelo ARIMA es factible
utilizarlo para describir las caracteristicas economicas del fenémeno
correspondiente. Sin embargo, un modelo ARIMA no es un instru-
mento plenamente eficiente, al no considerar la relacion del fenomeno
en que se centra el interés del analista con otras magnitudes econo-
micas.

Puesto que los parametros del modelo ARIMA recogen las ca-
racteristicas del fenomeno, es conveniente analizar qué interpretacion
puede darse a dichos parametros.

Antes de entrar en el detalle, se puede adelantar que el aspecto
mas importante de la relacion entre los modelos econométricos glo-
bales y los modelos ARIMA radica en que éstos también recogen
una representacion valida del estado de equilibrio o crecimiento
equilibrado del fenomeno que representan. En la medida que los
modelos ARIMA son una forma final de los modelos econométricos,
el largo plazo derivado de una modelizacion ARIMA no puede estar
en contradiccion con el que se deriva de un modelo econométrico.
Asi, es posible caracterizar de forma consistente este importante
aspecto de los fenomenos economicos sin necesidad de construir un
modelo econométrico, sino solo utilizando correctamente la informa-
cion contenida en el modelo univariante.

Los principales puntos de interés en todo modelo ARIMA son:

1. La desviacion tipica de las innovaciones, ¢,: mide la impredic-
tibilidad de la variable. Se ha visto que cuando se predice el valor
para t+k con informacion hasta ¢ se comete un error de prediccion
cuya varianza es

var(e, ) =(1+yi+ - +¥i )os.
Si k=1

V8I(e,+1)=0'3

y este parametro da una idea de la dificultad de predecir el fenomeno
de interés con un periodo de antelacién: cuanto mayor sea ¢;, mayor
sera el correspondiente intervalo de confianza para un mismo nivel
de confianza.

Si se quieren comparar distintas variables entre si, como tipos de
interés a plazos diversos, o ventas de distintos productos o en dis-
tintas areas geograficas de una misma empresa, etc., su ordenacion
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en funcion del valor de g, resulta muy util, ya que supone ordenarlos
en funcién de su variabilidad *°.

2. Los parametros del andlisis de intervencion: cuantifican los
efectos de acontecimientos especiales, permitiendo calibrar su inci-
dencia sobre el fendmeno estudiado.

Entre estos parametros debemos mencionar expresamente los pa-
rémetros asociados a la modelizacion de efectos estacionales especiales:
permiten medir hasta qué punto la serie es sensible a las fiestas,
Semana Santa, efectos de calendario, etc; estos aspectos seran des-
arrollados con detalle en el capitulo cuatro.

3. El andlisis de la estructura estacionaria permite evaluar el
tiempo necesario para que el fenomeno econoémico alcance la nueva
trayectoria de equilibrio a largo plazo.

Asi, por ejemplo, sea un modelo del tipo AY,=a,: si en el momen-
to t—1 el sistema esta en equilibrio y en ¢ sufre una perturbacion a,,
el nuevo valor de equilibrio a largo plazo es Y,, precisamente el valor
que toma la variable en el mismo momento t. En este caso el nuevo
equilibrio se alcanza de forma instantanea al sufrir la perturbacion.

En cambio, si el modelo es

¢,(L)AY,=0,(L)a,

la perturbacion en ¢ lleva a un nuevo equilibrio a largo plazo dado
por bY; teéricamente ese nuevo equilibrio solo se alcanzara en t+ oo,
si bien existe un valor k a partir del cual la diferencia entre ¥, y
b¥® es tan pequefia como se quiera.

(De qué depende ese valor de k? Basicamente del orden g del
polinomio 6,(L) y de las raices de ¢,(L): cuanto mayor sea aquél

y cuanto mayores sean los modulos de las inversas de éstas mayor

sera k, retardando asi el momento en que se alcanza esa situacion de
«cuasi equilibrio» a largo plazo. Para determinar k en este caso
bastaria con-hacer predicciones con un horizonte muy amplio, de
varios afios con series mensuales, y ver a partir de qué momento se
estabiliza la prediccion.

Obsérvese que existen variables para las que resulta muy impor-
tante, incluso tanto o mas que la prediccion en si, determinar el
tiempo en el que se estabilizara el valor de la variable, en ausencia
de nuevas perturbaciones. Asi, por ejemplo, en el control monetario
es tan necesario predecir los multiplicadores monetarios, que suelen
ser variables integradas I(1, 0), como determinar el nimero de dece-
nas que tardara en estabilizarse el valor del multiplicador.

30 Véase, por ejemplo, Espasa (1982) para una aplicacion a tipos de interés y
Revilla et al. (1989) para la actividad industrial.
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4. Estructura ciclica: en determinadas ocasiones el movimiento
hacia el nuevo equilibrio no se realiza de forma monoétona, sino
mediante un ciclo de amplitud decreciente en el tiempo. En ese caso
suele ser de interés calcular las caracteristicas de ese ciclo y relacio-.
narlo con la informacion de caracter general sobre el sistema. Para
ello se comprueba si la parte autorregresiva del modelo contiene
raices complejas con modulo mayor que la unidad, ya que las carac-
teristicas de los ciclos se reflejan en estas raices.

5. Caracterizacion de la situacion de equilibrio a largo plazo, as-
pecto que ha sido ampliamente discutido en la seccion 2.8.

En resumen, aun siendo menos eficientes que los modelos econo-
meétricos, un modelo ARIMA bien explotado puede proporcionar una
informacion de gran valor para el analista economico.

Ademas, se debe sefialar que cuando se dice que un modelo
univariante es menos eficiente que un modelo econométrico se esta
adoptando un punto de vista estrictamente tedrico, que en el analisis
aplicado requiere alguna matizacion; se esta suponiendo implicita-
mente que a) el modelo econométrico esta correctamente planteado
y estimado, y b) que se conocen los verdaderos valores de las varia-
bles explicativas.

Como se vera en el siguiente capitulo construir un modelo econo-
métrico es mucho mas dificil que elaborar un modelo univariante; por
ello es posible que la condicion a) no se cumpla, y la comparacion
favorezca al modelo ARIMA. Pero, aun en el supuesto de que el
modelo econométrico esté correctamente elaborado, puede suceder
que a la hora de predecir se desconozcan los valores de las variables
explicativas, y haya que obtener las predicciones de la variable de-
pendiente empleando predicciones de aquéllas. Logicamente en este
caso la calidad de la prediccion econométrica se deteriora y pudiera
llegar a ser peor que la prediccion univariante.

La formulacion dinamica de los modelos econométricos es com-
pleja y no es extrafio encontrarse con el resultado de que a corto
plazo, pocos meses o trimestres de antelacion, los modelos univa-
riantes predicen mejor —con menor error cuadratico medio— que
modelos econométricos. Sin embargo, si estos ultimos son modelos
razonablemente adecuados suelen predecir mejor que los univariantes
a horizontes de un afio o mas, véase por ejemplo Bewley y Parry
(1991). Por ello, aunque en una empresa o imstitucion se tengan
modelos econométricos es también conveniente disponer de modelos
ARIMA.
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2.11. Consideraciones finales sobre los modelos univariantes
de series temporales aplicados a la economia

Muchas variables econémicas muestran crecimiento, y en seccio-
nes precedentes se han visto tres modelos capaces de explicar tales
variables. Dichos modelos, prescindiendo de posibles factores estacio-
nales, son:

Y,=a+bt+n,, 2.11.1)
AY,=pu+n,, (2.11.2)
A%Y,=n,,, (2.11.3)

en donde los términos n;(j=1, 2, 3) pueden venir dados por modelos
estacionarios ARMA con media cero. Se ha discutido también que de
estos tres modelos el tercero es el mas flexible, pues a largo plazo
tiene un esquema de crecimiento lineal con parametros que dependen
de las observaciones que van apareciendo en cada momento. Es decir,
su crecimiento a largo plazo es aleatorio, y no determinista como
implican los otros dos modelos.

Esto parece indicar que pueden existir razones tedricas para
preferir el modelo (2.11.3) sobre los otros dos cuando se trata de
explicar variables economicas con crecimiento. Suponer que las varia-
bles vienen generadas por los modelos (2.11.1) o (2.11.2), implica
afirmar que la Teoria Econémica no tiene especial relevancia para
explicar el crecimiento a largo plazo, pues éste se explica facilmente:
es constante; y en tal caso el papel de la Teoria Economica consistiria
solamente en explicar las desviaciones de ese crecimiento.

En el analisis economico aplicado los modelos del tipo (2.11.1)
estan actualmente muy desprestigiados, pues los datos con gran fre-
cuencia los rechazan en favor de (2.11.2) o (2.11.3). Distinguir cual
de estos dos es mas apropiado resulta mas complicado. En este punto,
a falta de muestras muy largas en cuanto al numero de afios, trabajar
con la maxima desagregacion temporal puede ayudar mucho. Asi,
para series mensuales, semanales, diarias, etc., de actividad economi-
ca, y por tal se quiere decir principalmente series economicas de las
que estan excluidas las referentes a rentabilidad de activos financieros,
precios relativos, tipos de cambio, etc, es abrumadoramente frecuente
encontrar que vienen determinadas por un modelo ARIMA con dos
raices unitarias reales y positivas.

El modelo

(A=L)(1=L*?) Y,=(1-6,L)(1~8;, L'} d,,
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sefialado por Box y Jenkins como especialmente atil para explicar
series econOmicas mensuales, se ha popularizado enormemente y con
mucha frecuencia resulta idoneo para explicar series de actividad
economica mensuales referidas a economias nacionales diferentes. A
este respecto, Koch y Rasche (1988) estiman que las nueve series
mensuales de indicadores adelantados de la economia estadounidense
que utiliza el Ministerio de Comercio de dicho pais, vienen explicadas
por modelos ARIMA que requieren doble diferenciacion. En cambio,
para series trimestrales no parece existir un acuerdo tan general3!.

Con frecuencia los autores que prefieren los modelos del tipo
(2.11.2) se basan en la aplicacion de contrastes estadisticos sobre la
significatividad de las raices unitarias®?. Estos contrastes, que solo
son de validez asintotica, no estan exentos de problemas, por lo que
seria preferible contrastar el modelo (2.11.2) frente al modelo (2.11.3)
a partir de las predicciones posmuestrales de cada uno de ellos. En
cualquier caso, trabajos empiricos apuntan a que trabajando con el
maximo nivel de informacion disponible, es decir, con series economi-
cas muy desagregadas en el tiempo, la hipotesis de dos raices unitarias
dificilmente se rechaza frente a la alternativa contenida en el modelo
(2.11.2).

Probablemente ambas hipotesis son falsas. Por ejemplo, Perron
(1990, pagina 161) en el apartado de conclusiones afirma: «Estas
aplicaciones (ejemplos con series reales) demuestran que la hipotesis
de raiz unitaria es sensible a pequefios cambios en la especificacion
del componente determinista de una serie temporal. Al igual que en
el trabajo previo Perron (1989), parece que muchas series temporales
macroeconomicas se construyen mejor como fluctuaciones estaciona-
rias alrededor de un componente determinista que ocasionalmente,
pero raramente, cambia de forma dramatica. Solamente estos cambios
que se producen de una vez parecen tener efectos permanentes». El
trabajo de Perron (1990) tiene el inconveniente de considerar que los
cambios mencionados se producen exogenamente. Por elio, su proce-
dimiento no intenta obtener un modelo estocastico que explique la
ocurrencia de los mismos.

Sin embargo, ésta puede ser la cuestion de mayor interés en el
analisis de series temporales aplicado a la economia: el desarrollo de
un marco estocastico general en esta direccion constituye una de las
lineas de investigacion mas importantes en el campo del analisis de

31 Por poner un ejemplo, para el caso del producto nacional bruto americano
Campbell y Mankiw (1987), Cochrane (1988) o Stock y Watson (1986) favorecen el
modelo (2.11.2), mientras Canovas (1992) defiende un modelo del tipo (2.11.3).

32 Para un resumen sobre la literatura econométrica sobre raices unitarias véase
Dolado et al. (1990).
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series temporales economicas. En tal sentido, los modelos auto-
rregresivos y de medias moviles automotivados (Self-Exciting Auto-
regressive Moving Average Models) —véase Tong (1990)—, en donde
los parametros del modelo cambian a tenor de una sefial que es
funcion del pasado de la serie, suponen cierto avance, y el trabajo de
Potter (1990) sobre el producto interior bruto estadounidense es
ciertamente interesante. No obstante, el objetivo debe dirigirse a
determinar los cambios de los parametros en funcion de la evolucion
de otras variables econdmicas relacionadas con la que estamos estu-
diando.

La aportacion de Box y Jenkins, ofreciendo una familia de proce-
sos estocasticos junto con una metodologia de modelizacién empirica
que se ha mostrado de utilidad universal para explicar gran numero
de series temporales no estacionarias, constituye un logro cientifico
muy destacado. Estos modelos son lineales con parametros fijos, pero
las funciones de prediccion que de ellos se derivan son funciones
temporales con parametros variables. De hecho, gran parte del éxito
de los modelos ARIMA reside en esta adaptacion de las funciones de
prediccion a las condiciones especificas del momento en que se realiza
la misma.

Las hipotesis de linealidad y normalidad utilizadas en los modelos
de este capitulo no son mas que meras aproximaciones de las ca-
racteristicas del mundo real, que habiéndose mostrado muy utiles no
representan en ningin caso un estadio final en la modelizacion eco-
nomica. En efecto, una implicacion de las dos hipotesis senaladas es,
como se apunto en la seccion 2.9, que la funciéon de densidad condi-
cional de una variable economica respecto a su pasado es gaussiana
y, por tanto, simétrica respecto a su media condicional (prediccion).
Ello implica, como sefiala Brunner (1992), que en un periodo de
expansion (contraccion), la probabilidad de una expansion ulterior
(contraccion) —en relacion a la media condicional— es igual a la
probabilidad de una contraccion (expansion). Sin embargo, hay cierta
evidencia —véase las referencias contenidas en Brunner (1992)— de
que los ciclos de actividad en las economias desarrolladas no son
simétricos: las expansiones suelen ser periodos largos de crecimiento
moderado y las contracciones bruscas pero cortas.

Ciertamente las restricciones de linealidad y normalidad limitan
la utilidad de los modelos ARIMA para explicar plenamente lo que
sucede en el mundo real. El trabajo de Perron (1990) y de otros, véase
por ejemplo Espasa (1984b), apunta a que la hipotesis de linealidad
puede ser valida solamente por tramos historicos. Esto justifica la
afirmacion anterior de que la investigacion en modelos en los que los
parametros se muevan por umbrales, en funcion de informacion posi-
blemente no contenida en la historia de la serie estudiada, puede
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producir resultados especialmente utiles en aplicaciones econdmicas.

De lo anterior se desprende que la investigacion en el campo de
series temporales puede producir en un futuro proximo clases de
modelos mas generales para explicar las series economicas, y no en
vano se ha advertido anteriormente que todo modelo es mejorable.
En este sentido el analista debera estar atento a los desarrollos futuros
en el campo de la modelizacion de series temporales. Pero incidiendo
en la utilidad del modelo y en el servicio que presta a quien pueda
acceder a sus resultados, se puede concluir sefialando que los modelos
ARIMA ampliados con analisis de intervencion (ARIMA-IA), estu-
diados en este capitulo, constituyen hoy en dia uno de los instru-
mentos disponibles mas itiles en el analisis economico. En particular,
en la formulacion de los mismos, los modelos que implican transfor-
maciones estacionarias con media nula parecen mas indicados para
explicar variables economicas, pues son mas flexibles para adaptarse
a los cambios que experimenta la variable estudiada.



Apéndice
EL OPERADOR A,,

Se ha visto anteriormente como
AL,=(1—-L?%)=(1-L)1+L+L*+---+L'")=AU,,(L)
De aqui se comprueba que las raices de A;, son: 1, —1y

cos (2n/12) +i sen (2xn/12)
cos (2n/6) +i sen (27/6)
cos (2n/4) +isen (2n/4)
cos (2n/3) +isen (2n/3)
cos (2n/2,4)+i sen (2n/2,4)

En A,, hay dos raices reales y cinco pares de complejas conjuga-
das; sin embargo en todos los casos su modulo es la unidad, y por
lo tanto las doce raices tienen en comin que su contribucion a la
funcion de prediccion no tiende a cero. Concretamente para cada par
de complejas conjugadas esa contribucion es

O cos (kA;)+ BY sen (k4;)] 1*
Una forma alternativa de expresar estas raices es viendo que

A12 =(1 —L12)=
=(1—L)(1+ L)1 — L+ L3(1—/3L+ L1 + L)1 + L+ L3(1 + 3L+ L?).

Se puede demostrar que cada par de complejas conjugadas induce
un movimiento sinusoidal de amplitud constante y con distintos
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periodos relacionados con el ciclo estacional: el cuadro A.l resume
estos resultados. A lo que figura en dicho cuadro hay que afiadir que
la raiz —1 induce un movimiento oscilatorio impropio, que se puede
interpretar como un ciclo de periodo dos.

CuaDpro A.1. Ciclos inducidos por las raices complejas de A,

Raices . Periodo
Factor ( Coordenadas polares) Amplitud (Meses)
2 2
l—\/§L+L2 cos (T;l)iisen <1_72[> 1 12

14L2 ) cos

2
1—L+L? cos (zn)iisen (gg) 1 6

2,
I+L+L? cos (?n)iisen

l+\/§L+L2 cos (%)i-isen(




