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Resum

La visualitzacié és essencial en la educacio, i especialment en la didactica de les
Matematiques. Aquest treball busca portar la visualitzacié a laula a través de
I'aplicacié d’'una eina innovadora, Manim. Manim presenta una plataforma ideal per
visualitzar conceptes avancgats del curriculum de Matematiques. En aquest treball es
proposa una intervencié amb aquesta eina com a protagonista en una classe de

Matematiques Il de Batxillerat de I'Institut Pons d’Icart de Tarragona.
Abstract

Visualization is essential in education, specially in the teaching of Mathematics. This
thesis seeks to bring visualization to the classroom through the application of an
innovative tool, Manim. Manim presents an ideal platform to visualize advanced
concepts of the Mathematics curriculum. This thesis proposes an intervention is with
this tool as the protagonist in a Mathematics Il baccalaureate class of Mathematics |l

at the Institut Pons d’lcart in Tarragona.
Resumen

La visualizacion es esencial en la educacion, y especialmente en la didactica de las
Mateméticas. Este trabajo busca llevar la visualizacion al aula a través de la aplicacion
de una herramienta innovadora, Manim. Manim presenta una plataforma ideal para
visualizar conceptos avanzados del curriculo de Matematicas. En este trabajo se
propone una intervencion con esta herramienta como protagonista en una clase de

Matemaéticas Il de Bachillerato del Instituto Pons d'Icart de Tarragona.

Palabras claves / Paraules clau / Keywords

visualitzacié — Manim — innovacié — batxillerat — treball de final de master







Sumari

IO I = T (o3 (o ] 4 oSSR 15
1.1. La visualitzacid del CONEIXEMENL.........ccuiiiiiiiiiee it 15
1.2. La visualitzacio en la didactica de la Matematica ...........cccceeeieeiiieeninenieenne 20
1.3. L’Us d’eines TIC per la visualitzaci6 de la matematica.............ccccceeeeeeeeeinnns 23

2. Context de la proposta d’intervencio...............c.ccc 24
2.1. Contextualitzacié del grup-classe on es realitza la intervencio ...................... 24
2.2. Conceptes clau de limits, derivades i integrals al Batxillerat.......................... 26
2.3. Manim com a eina de visualitzacié matematica ...........cccevveeerieeerieeeniee e, 28

T o o] oo 1) c= Mo M 1] (=1 V=T o Lo o SRR 30

3.1. Primera animacié: Construccio intuitiva dels conceptes d’integral i derivada 31
3.2. Segona animacio: La paradoxa de la derivada .............ccccceeeeeeeeiiiciiienneeennn. 33

3.3. Tercera animacio: La definicioé formal de la derivada, els limits i la regla de

8 (o o] 1 = | PP 37
3.4. Quarta animacio: La integracio i el teorema fonamental del calcul................ 41
4. AVAIUACIO T FESUIALS......ceeeeie et e e e 47
4.1. Rubrica d’autoavaluacio .............c.eeeiiiiiiiiiiiiie et a7
4.2. Prova i avaluacio ODJECHIVA.........ceeiiiiiiie e 49
4.3. Enquesta de SatiSfacCio .........cccuveeiiiiieic i 51
ST @ o] (o3 1153 o] 1= SRR 52
6. Limitacions del treball............c.ooiiiiiiei e 53
6.1. Limitacions de la eina d'iNNOVACIO. ..........cueeiiiiiiiiiiiii e 54
6.2. Limitacions del projecte d’iNNOVACIO.............occeeiiiiiiiiiiii e 54
7. Linies prospectives per futlurs ProjECIES........ccuvieeiiieeeeiiiee e e sree e e e 55
RETEIENCIES. ... uuueiiiiiiii s iError! Marcador no definido.

index de figures

Figura 1. Model de visualitzacio del coneixement............ccoooiiiiiiiiiiiiiiiine e, 19
Figura 2. Visualitzacio de I'error de I'area de Leibniz de forma ampliada................ 30
Figura 3. Possibles formes de dividir una circumferéncia ....................ccoooiiien. 31
Figura 4. Divisié de la circumferéncia en anells de gruix dr ..........ccccoveeveeiiiiiininnenn. 31
Figura 5. Representacio dels anells com trapezis isosceles ...........ccccceveeiniennne. 32

Figura 6. Reduccio de l'error considerant els trapezis isosceles com a rectangles
(=0 01T ) o | SR 32

Figura 7. Aproximacio dels anells en rectangles sobre uns eixos coordinats .......... 32



Figura 8. Reduccio del gruix dr dels rectangles i aproximacio de la seva suma a l'area
total d'Un triaNGIe ... .. e 32
Figura 9. Representacio de I'area total de la circumferéncia com un triangle de base R
=1 o= 1o F= N2 1 TSR 32
Figura 10. Visualitzacié del concepte intuitiu dintegral i de derivada d’'una
18 L o TSR PRPRTPTPRR 33
Figura 11. Representacio de la posicié del cotxe en diversos instants de la seva
L= [=01 (o 4 T- PSR PS USSR 34

Figura 12. Representacio de la distancia recorreguda pel cotxe en funcié del temps

Figura 14. Visualitzacio de la funci6 v(t) obtinguda a partir de la taxa de variacié de la
funci6 s(t) per intervals de temps de 0.1 SEJONS .......cciveeeiiiiiieeeeeiiiirer e serrrnee e 34

Figura 15. Visualitzaci6 de la funcid6 v(t) a mesura que canvia la funci

Figura 16. Visualitzacié de la taxa de variacio per intervals molt petits de temps amb
UNA €INA A'AUGIMENT ...ttt e e aan e e enbe e e 35
Figura 17. Visualitzacié de la definicié de la derivada com la taxa de variacié quan els
intervals de temps s’apropen a 0 (dt—0)...........coooiiiiiiiiiiiii e 35
Figura 18. Visualitzacié del valor de la derivada en un punt com a pendent de la recta
tangent a la corba en agqueSt PUNT ..o 35
Figura 19. Avaluacio de la taxa de variacié quan dt—0 de la funcio s(t)=t>.............. 36

Figura 20. Comparativa entre I'avaluacio de la taxa de variacio en s(t)=t® per un dt

QUAISEVOL T PEF GE0. ... et e e r e e e e e ee e 36
Figura 21. Visualitzaci6 de la velocitat del cotxe des de la posicid inicial quan fem tendir
el temps fiNal @ 0 SEQONS ... .ivii i 36
Figura 22. Visualitzacié de la derivada de f(X)=x3 en X=2.........ccccceevveveerrevverernrnne. 37

Figura 23. Evolucio de la derivada (d’esquerra a dreta; de dalt a baix) de la taxa de
variacio a la seva definicid formal ... 37
Figura 24. Avaluacio de la taxa de variacio de f(x)=x® en x=2 per h=0................... 38
Figura 25. Visualitzaci6 del forat a la grafica en la expressié de la taxa de variacié
f(x)=x3 en x=2 per h=0 amb una eina d’'augment ..................ccoeeeririeriiieeeiiienn, 38

Figura 26. Avaluacié del limit de la taxa de variacid de f(x)=x3 en x=2 quan

Figura 27. Visualitzacioé d’'un exemple de com podem trobar un interval tant petit com
vulguem que inclogui el valor al que s’apropa la imatge de la funcid, per un interval de

la variable independent arbitrariament petit .............ccooiiii 38

10



Figura 28. Avaluaci6 de la imatge i el limit d’'un altra funci6é d’exemple .................. 39
Figura 29. Visualitzacié dels intervals de la variable independent i la imatge de la funcio
A EXEIMPIE ..o e e e aaaaaas 39
Figura 30. Visualitzacié de les distancies € i 6 en la funcié f(h) respecte de h=a per
avaluar-ne el TIMIt ... e 39
Figura 31. Visualitzacié de les distancies ¢ i 6 respecte de h=0 en la funci6 taxa de
variacio de f(x)=x3 en avaluada €N X=2..............ccouuiiiiiieiieieie e, 39
Figura 32. Visualitzacié de les distancies ¢ i 6 respecte de h=0 de la funcié d’exemple,

que NOo té limit €N aqUESE PUNL ... ... e e 40

sin (mx)
x2-1

(0 1< 11T = 40

Figura 33. Visualitzacié de la funcio f(x) = , avaluada en x=1, on no esta

Figura 34. Visualitzacio de les funcions P(x), Q(x)=x?-1 i f(x), emfatitzant I'entorn de

Figura 35. Avaluaci6 de la variacié de les funcions P(x) i Q(x) per una variacié dx de
la variable independent, amb I'ajuda d’una eina d’augment, i del limit de la funcio f(x)

a partir d’aquestes variaCions ..............oiiiiiiiii 41

Figura 36. Visualitzacié del limit d’'una funcio % guan x—a a través de la derivada

LY LUV o T - TSP 41
Figura 37. Aproximacio de la funcié velocitat pel cas considerat ...............ccccuveee.. 42
Figura 38. Interpretacio de la velocitat com la derivada de la funci6 distancia......... 42

Figura 39. Avaluacio de la distancia recorreguda com area sota la corba en el cas de
1YL Lo = L oo ] 1= = o | USSR 43
Figura 40. Aproximacié al calcul de la distancia recorreguda a través de funcions
constants en intervals dt d’L SEQON ......coiiiiiiiiiiieee e 43
Figura 41. Aproximacié al calcul de la distancia recorreguda a través de funcions

constants en intervals dt de 0.25 segons considerant la velocitat inicial de I'interval

Figura 42. Interpretacio de la suma de les arees com a la integral de v(t) respecte del
temps per interval te]0,8].......ouiiiiiiieiie e ——— 43
Figura 43. Visualitzacié de la integral de v(t) com area sota la corba per avaluar la
distancia recorreguda del MOVIMENt ............oiiiiiiiiiiiie e 44
Figura 44. Interpretacio de la funcié s(T) com la integral de v(t) respecte del temps per
l'interval te[0,T], i la v(T) com la derivada de s(T) respecte de T .......cccovveeinieeennnn 44
Figura 45. Avaluaci6 de la funcié distancia com la primitiva de la funcié velocitat....45
Figura 46. Visualitzaci6 de la funcié distancia i la seva recta tangent a
LGRS USRURPP 45

11



Figura 47. Avaluacié de la integral de la velocitat respecte del temps en linterval

177021 0] PP TPPRR 45
Figura 48. Avaluacio de la integral de la velocitat respecte del temps en linterval
1 (O 1 TSR 45
Figura 49. Visualitzacié de la relacié entre derivacio i integracié en el teorema
fonamental del CAICUI ........ ... e e e 46
Figura 50. Visualitzacié de I'area d’'una funcié amb valor negatiu .............cccccee. 46
Figura 51. Grafica d’una funcié amb discontinuitats..........ccccccccee i, 50

Figura 52. Grafica de la funcié f(x)=x*-5x+4 amb les arees entre la corba i OX entre
X=-2 1 XZ2 @SSENYAIAUES. .....uuiiiiiiiiiiie e e e e e e e e e s s e 50
Figura 53. Grafica de la funci6 f(x)=x-2 amb les arees entre la corba i OX entre x=0 i

D s R ST oT ) V7= 1 F= 1o (= 51

Index de taules

Taula 1. RUbrica d’autoavaluacio ...........ccueiiiiiiiiee e e e e 48

12



Introduccio

Les Matematiques son habitualment associades als nombres, a les xifres que els
representen i a les operacions que podem fer entre ells i que ens permeten obtenir
resultats utils per alguna tasca en concret. Tot i aixi, i si bé durant la major part de
I'aprenentatge matematic dels alumnes a la ESO i el Batxillerat es produeix llegint o
escrivint simbols matematics, els primers passos que es donen en el procés no

requereixen de cap pissarra o full.

Comencem a aprendre Matematiques de forma estrictament visual, comptant els dits
de la ma o amb peces geométriques que s’encaixen en forats que les imiten. Aquesta
estratégia de comput digital acompanya alguns alumnes més enlla de la primaria, i
evidencia el fet que algunes persones tenen un grau d’aprenentatge visual superior a

d’altres tipus d’aprenentatge.

En arribar a I'adolescéncia, I'aprenentatge dels alumnes passa de concret a abstracte,
i aquest canvi els permet, en la major part, arribar a copsar conceptes complexos
sense la necessitat de visualitzar-los. Tot i aixi, I'aprenentatge visual és una dimensio
important perqué 'assoliment d’aquests conceptes sigui significatiu i quedi gravat en
'alumne de forma indeleble. La visualitzacid6 d’'un concepte ajuda a associar alld
abstracte amb alld concret i ambdues coses es realimenten per facilitar-ne la

comprensio.

Per posar un exemple, els matematics del segle XVI que buscaven una férmula per la
resolucio de la equaci6 de tercer grau associaven les equacions de segon grau a una
igualtat d’arees i, per tant, van associar les de tercer grau a una igualtat de volums. Si
bé no era una relacié impol-luta, ja que l'aparicié d’arees i volums negatius la feia
trontollar, els hi va servir per arribar a la solucié d’un tipus particular d’equacié de tercer
grau. Aixi, abstraccié i visualitzacié van treballar de la ma per arribar a un nivell

superior de comprensio.

La idea d’aquest treball neix de la creenca ferma que aquesta connexio pot afavorir
'aprenentatge en molts dels conceptes que es treballen en les assignatures de
Matematiques del Batxillerat. Cal, doncs, trobar una eina que permeti realitzar aquesta

connexié de una forma clara i entenedora.

L'eina que s’avaluara en aquest treball és Manim, una plataforma gratuita i de codi
obert que acobla diferents programaris (python, ffmpeg, LaTeX...). Va néixer com un
projecte personal de Grant Sanderson per implementar-la en el seu canal de Youtube,

3BluelBrown. La plataforma va ser creada per crear animacions matematiques
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precises per tal d’explicar conceptes complexos d’una forma relativament senzilla. Al

voltant de Manim s’hi va crear una comunitat que manté i actualitza la plataforma.

Aquesta és la eina que s’avaluara en aquest treball. Es prendra valor de la importancia
de la visualitzacio en el procés d’aprenentatge de les Matematiques, s’estudiara la
implementacié de Manim com a eina alternativa de visualitzacio i s’avaluara si pot tenir

un impacte substancial en els alumnes.
Els objectius d’aquest treball seran:

e Constatar la importancia de la visualitzacié de les matematiques en la seva
docéncia al Batxillerat

e Estudiar la viabilitat de Manim com una eina alternativa i suplementaria per a

la doceéncia de les Matematiques al Batxillerat

e Avaluar l'impacte de l'us danimacions produides amb Manim en el

I'aprenentatge de les Matematiques al Batxillerat
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1. Marc teoric

La visié és un aspecte central de I'ésser huma en termes bioldgics i socioculturals,
com apunta Arcavi (2003). De fet, Sinnet et al. (2007) afirmen la dominancia del sentit
visual sobre la resta d’estimuls, i postulen que els éssers humans confiem més en la
percepcid visual que en qualsevol altra. En relacié a la dependéncia visual, Friasse i
Piaget (1973), com es va citar a Monge (2013), manifesten que no ens ha de
sorprendre que el marc de referéncia d’'un subjecte sigui particularment visual en totes
les seves circumstancies. Aixo convida a pensar que la visualitzacid, entesa com el
procés de rebre una informacio visual i interpretar-la, és present en molts -sing tots-

els aspectes de la nostra vida.

Com a reflexié inicial, Gutiérrez (1996, p. 3) recull una cita de Pestalozzi, que es va
citar d’Antonovskii (1990), “Amic, quan miro enrera i em pregunto a mi mateix que,
parlant propiament, he fet jo per la educacié de la humanitat? — Descobreixo el
seglent; he establert que el més alt dels principis basics de la educacié en reconeixer
la observacid sensorial-perceptiva (visualitzacid) com la base absoluta de tota
cognicié™. Sobre aguesta cita postula que, tot i exagerada, la visualitzaci6 és un dels
elements basics de la didactica i que es poden trobar estudis sobre I'efecte de la
visualitzacié en camps tan desaparellats com la enginyeria, 'art, la quimica, la

conduccid, entre molts d’altres.

En aquest sentit, Torres (2009) afirma que aquests estudis han contribuit a la
conformacio des d’enfocaments diversos de un marc teodric-practic ampli sobre la
visualitzacié, i assenyala que el procés de visualitzacié té tres grans objectius:

descriure, explorar i analitzar les dades, per tal de descobrir i ampliar coneixement.

Segons Burkhard (2004), la majoria d’activitats del nostre cervell es dediquen al
processament i analisis de les imatges visuals i, per tant, aquestes és processen
abans que el text. A més, processar imatges visuals requereix menys energia per ser
consumides. En particular, les representacions visuals son millors que les produides
per seqiiéncies verbals en: il-lustrar relacions, identificar patrons, presentar alhora

informaci6 global i detallada i per comunicar diversos tipus de coneixement.

1.1. La visualitzacié del coneixement

Per emmarcar aquest treball, es consideraran estudis sobre la visualitzacié de la

informacid i la visualitzacié del coneixement. La visualitzacié de la informacio s’entén

1 Aquesta cita s’ha traduit de I'anglés, com apareix a Gutiérrez (1996, p. 3).
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com el procés en que s'utilitzen estimuls externs per produir capacitats cognitives
internes (Ware, 2012), el procés de generaciéo de models mentals a partir de dades
gue produeixin més informacio sobre aquestes dades (Spence, 2014), o bé, I'is de

grafiques interactives per presentar i recolzar la interaccio.

La visualitzacié del coneixement integra la visualitzacio de la informacio, a banda de
lart cognitiu, 'administracié del coneixement, I'arquitectura de la informacio i les
ciéncies de la comunicacio (Burkhard i Meier, 2005). Més enlla de transportar fets, la
visualitzaci6 del coneixement té com a objectiu la transferéncia d’idees, experiencies,
actituds, valors, expectatives, perspectives, opinions i prediccions de manera que
siguin utilitzades per recordar, construir i aplicar aquestes idees de manera correcta
(Monge, 2013).

Eppler i Burkhard (2005) assenyalen que la visualitzacié del coneixement combina
métodes de visualitzacié de la informacio, tecniques didactiques, cognicié visual i
investigacid en la comunicacié visual i examina metodologies per reduir la

sobrecarrega d’informacio, la interpretacio erronia i el mal Us de la informacio.

Aixi, segons Burkhard (2004) la diferéncia entre la visualitzacioé de la informacié i la
visualitzacio del coneixement radica en com s’utilitzen les habilitats innates de I'ésser
huma: la segona té com a objectiu principal la tramesa d’informacié entre individus,
per exemple, en relacionar noves idees amb conceptes ja assolit, com és el cas de la

metafora visual.

La metafora visual és efectiva per realitzar aquesta tramesa de coneixement, segons
Eppler (2003), i presenta una serie d’avantatges: contribueix a presentar noves
perspectives, ajuda a processar I'aprenentatge, focalitza I'atencié de I'espectador i

estructura i coordina la comunicacio.

L’aparicio de la visualitzacié del coneixement apareix, segons Burkhard (2004), de la
necessitat de resoldre dificultats en la tramesa de coneixements, en particular: la
profunditat de la informacié, els temps limit de transmissio, els diferent escenaris en

el que es pot situar i la rellevancia de informacio.

Burkhard (2005) estructura la visualitzacié del coneixement en quatre perspectives,
que Burkhard i Meier (2005) consideren necessaries per permetre als investigadors

integrar les ciéncies de comunicacio en el context.

La primera perspectiva respon a la pregunta “Per que el coneixement ha de ser
visualitzat?”, i defineix I'objectiu. Aquesta perspectiva, anomenada de tipus funcional,
es pot descompondre en sis funcions de la representacio visual (d’ara en endavant
RV), resumides en I'acronim CARMEN (Burkhard, 2005).
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e Coordinacid: Les RV ajuden a coordinar els individus en els processos de

comunicaci6. Té un benefici social.

e Atencid: Les RV criden l'atencid, condueixen emocions, i permeten establir

patrons i tendéncies. Té un benefici cognitiu.

¢ Record: Les RV milloren el record i la memoria i enforteixen I'aplicacié de nou

coneixement. Té un benefici cognitiu.

e Motivacio: Les RV inspiren, motiven, activen i donen energia a I'audiéncia, que

s’insereix en la interpretacio i la exploracié grafica. Té un benefici emocional.

o Elaboracio: Les RV enforteixen la elaboracié del coneixement en equip, i
promouen la comprensi6 i apreciacid dels conceptes i idees. Té un benefici

cognitiu.

e Noves idees: Les RV contribueixen a la creacié de noves idees, ja que hi
figuren detalls del context i il-lustren relacions entre objectes. Permeten revelar
connexions previes que restaven amagades i condueixen a noves iniciatives

a partir de la experiéncia.

La segona perspectiva respon a la pregunta “Quin tipus de coneixement ha de ser
visualitzat?”, i defineix el contingut. Aquesta perspectiva identifica cinc tipus de

coneixement a ser transmes en funcio de quina pregunta responen.
e Coneixement declaratiu: Que saber?, es refereix als fets.
e Coneixement procedimental: Com saber?, es refereix als processos.
o Coneixement experimental: Per qué saber?, es refereix a les causes.
e Coneixement d’orientacio: On saber?, es refereix a les fonts de coneixement.
e Coneixement individual: Qui sap?, es refereix als experts.

La tercera perspectiva respon a la pregunta “A qui esta dirigit?”, i defineix al receptor.
Es necessari congixer el seu context cognitiu, i si €s un receptor individual, grupal, una
xarxa o una organitzacio, per tal d’escollir la metodologia de visualitzacié adequada

per la tramesa de coneixement.

La quarta perspectiva respon a la pregunta “Quin és el millor métode per visualitzar el
coneixement?”, i defineix el medi. Classifica en set les RA que es poden utilitzar en

els processos de visualitzacio:

e Esbossos: Representen la idea principal i les caracteristiques claus i

raonament i 'argumentacio; son atmosferics, versatils i d’'accés universal,
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son rapids de crear i de visualitzar; mantenen I'atencid; i concedeixen

espai per la interpretacioé propia, de manera que enforteixen la creativitat.

e Diagrames: SOn descripcions esquematiques de idees abstractes que

estructuren la informacié i il-lustren relacions entre conceptes.

e Mapes de coneixement: Segueixen convencions cartografiques per
referenciar el coneixement. Contribueixen a presentar tant una vista global
com de detall, permeten estructurar la informacid, establir una historia

comuna i facilitar 'accés a la informacio.

e Imatges: Condueixen emocions, son inspiradores, atraients, motivants i
energitzants. Poden ser compreses en menys d’un minut i recordades per
anys. Aquest efecte pot ser utilitzat en la tramesa de coneixement per mitja
de la metafora visual. S6n instantanies, rapides, altament instructives i
faciliten I'aprenentatge. Contribueixen a cridar I'atencio del receptor, a

conduir emocions, millorar el record i a iniciar discussions.

e Objecte: La exploracioé en I'espai tridimensional permet la experimentacio
amb materials, puntualitzar sobre informacié d’interés. Contribueixen a
atrapar el receptor, ajuden a l'aprenentatge mitjangant una pressio

constant i permeten la integracié de interficies digitals.

e Visualitzacié interactiva: Permeten I'accés, exploracio i judici de diversos
tipus d’informacié. Es recolza en I'ordinador i permet a l'usuari el control,
interaccioé i manipulacié de diferents tipus d’informacié de manera que
enforteix la creaci6 i la tramesa de coneixement. Fascinen al receptor,
habiliten la col-laboraci6 interactiva a través del temps i I'espai, permet la

representacio i exploracioé de dades complexes i la creacié de noves idees.

e Histories: Sén visualitzacions imaginaries que soén eficients en la tramesa
i disseminacié del coneixement a través del temps i I'espai. Complementa
els altres sis formats visuals i és important per establir una visié comuna,

una Historia Mdtua, per tal de motivar i activar als subjectes receptors.

Amb tot aix0, s’han de tenir en compte els perills de la visualitzacié. Eppler i Burkhard
(2004) assenyalen com a desavantatges els possibles malentesos de la interpretacio
de diagrames i mapes, les restriccions en el temps i la distorsio de la realitat per una
interpretacio deficient. La persona responsable de la tramesa de coneixement ha
d’entendre totes les variables que participen en aquesta i transmetre coneixement

rellevant, en un context, moment i forma adequats pel receptor.
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Aquesta tramesa demanda habilitat i experiéncia, i és per aquest motiu que Burkhard
i Meier (2005) estableixen un model general de visualitzacié per recolzar els que
manquen d’aquestes caracteristiques i amb la fi de facilitar la mediacié entre els
investigadors. El troben necessari perqué complementa la estructura de la
visualitzacié i en combinacié amb aquesta estructura es poden assolir els objectius de

la visualitzacioé del coneixement.

El model es divideix en tres parts: emissor, medi i receptor. Les tres fases estan

enllacades i interactuen entre si en cercle comunicatiu (Burkhard, 2005).

Burkhard i Meier (2005) expliciten que aquest model suposa un procés iteratiu intra- i
interpersonal: Comenga amb un emissor que vol transmetre coneixement (Knowledge)
a un receptor (A). El seu model mental de coneixement (mental model sender)
s’externalitza en diverses RV explicites i complementaries (B), que poden ser dividides
en tres subprocessos (1,2,3) seguint una sequéncia temporal: Primer, I'emissor
necessita atreure I'atencio (1) del receptor. En segon terme, I'emissor necessita
il-lustrar el context, produir una visié general i presentar opcions per actuar (2). Es
llavors quan I'emissor podra indicar detalls del coneixement (D), idealment en dialeg
dinamic amb I'emissor, que reconstruira (3) un coneixement (Knowledge’) basat en les
RV complementaries i la seva propia imatge mental (mental model recipient). Degut a
les suposicions, creences o antecedents del receptor, es poden produir malentesos o
inferéncies erronies (E), que poden conduir a una reconstruccié inadequada del
coneixement. De forma iterativa, 'emissor refina o afegeix noves RV (F), fins que la

tramesa de coneixement es considera adequada.

Figura 1.

Model de visualitzacié del coneixement

B:Complementary visualizations support learning and understanding

A:Push
uoneanay:d)

1
1
1
1
1
1
1
i

Knowledge

>

Options to act

F:Modifications
Ind:@

E: Each visualization may cause misunderstanding or questions

Mental model sender One or more externalized visual representations Mental model recipient

Nota: Font: Burkhard i Meier (2005, p. 484).
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El model pretén introduir les caracteristiques rellevants que han de ser considerades
quan s’utilitzen RV en la tramesa i creacié de coneixements, perd s’han de tenir en

compte certes consideracions (Burkhard i Meier, 2005):

En primer lloc, un dissenyador ha d'entendre i avaluar la qualitat de la informacié i comprovar
si la informaci6 és completa, fiable i rellevant per al destinatari a qui s'adreca. Aleshores,
s'hauria de concentrar en el rerefons social, cultural i educatiu del destinatari i coneéixer les
seves necessitats personals i/o funcionals. Llavors, el dissenyador hauria d'abordar el context
i presentar tant la visié general com els detalls de la informacio i, idealment, opcions per
actuar - opcions de com pot podem aplicar el coneixement. En fer-ho, la visualitzacié s'hauria
de comprimir als missatges basics o continguts i ser coherent pel que fa a la logica, la manera
d'interactuar amb ella, i a I'is d'elements visuals. Elements com el color, la forma, la mida, els
simbols o els tipus de lletra han de ser similars per a tipus de dades similars en les RV. En
fer-ho, és important evitar possibles interpretacions erronies, Us indegut o malentés: en
situacions ambigies, el text hauria d'ajudar a aclarir el missatge, i les decoracions o I'Gs
innecessari d'elements com ara clip-arts o colors massa intensos perqué poden distreure el
receptor. En tasques motivacionals, les RV s'han de dissenyar per incentivar la reflexié, i per
animar el receptor a elaborar el seu propi coneixement. Per fer-ho, les RV ajuden a difondre
i establir una visié6 compartida (p. 484).2

1.2. Lavisualitzaci6 en la didactica de la Matematica

Des del moment en que la matematica apareix de forma rellevant en la societat
humana a mans dels pitagorics, la visualitzacié va ser associada com un component
innat a la disciplina (de Guzman, 1996). Al llarg dels segles, la visualitzacié ha tingut
un paper preponderant: el calcul del segle XVII neix amb un component

fonamentalment visual (de Guzman, 1996).

Tot i aixi, de Guzman (1996) assenyala que durant el segle XX la visualitzacio va ser
relegada a un paper secundari, i n’identifica possibles causes: I'aritmetitzacié de
I'analisi per part de Weierstrass, I'aparicio de la geometria no euclidiana, i la teoria de
conjunts de Cantor. Tot aix0 va produir que la formalitzacié de la matematica fos

necessaria per adduir-li seguretat, i aixo es va reflectir en I'educacio.

L’interés en la visualitzacio en la didactica de les matematiques comencga a partir de
seminaris per caracteritzar la visualitzacio de la ma de psicolegs rellevants com Denis,
Kosslyn, Krutetskii, Paivio Shepard, Yakimanskaya, i d’altres (Gutiérrez, 2018). Tot i
aixi, Gutiérrez (2018), assenyala que els investigadors en didactica de la Matematica
van focalitzar la visualitzacié en el seu camp de coneixement, i van obrir nous

enfocaments que esdevingueren constructes teorics especifics, com els proposats per

2 Aquesta cita s’ha traduit de I'anglés, com apareix a Burkhard i Meier (2005, p. 484).
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Bishop, Clements, Gutiérrez, Mitchelmore, Presmeg o Wheatley al llarg de les

decades dels anys vuitanta i noranta.

Gutiérrez (2018) puntualitza que I'is de la visualitzacio i de les estratégies visuals a
'escola s’associen el I'aprenentatge i I'ensenyament de la geometria, tot i que

gualsevol contingut matematic pot afavorir-se d’algun suport de representacié visual.

Al llarg dels anys, i a partir de la década dels anys vuitanta, la visualitzacioé ha estat

considerada de maneres diferents.

Per Bishop (1983), citat per Quesada (2014), la visualitzacié no és només important
en si mateixa, sin6 també pels tipus de processos que intervenen, que sén necessaris.
Hershkowitz (1990) afirma que la visualitzacié es refereix, en general, a I'habilitat de
representar, transformar, generar, comunicar, documentar i reflexionar sobre la
informacié visual. Zimmerman i Cunningham (1991), citats per Quesada (2014), la
defineixen com el procés de formar imatges (mentalment, amb llapis i paper o amb

I'ajuda de tecnologia) i utilitzar-les a la fi del descobriment i el coneixement matematic.

En termes més concrets, Zazkis et al. (1996) entenen la visualitzacié com I'acte pel
qual s’estableix una forta connexidé entre la construccié interna i quelcom a qué
accedim per mitja dels sentits. Hershkowitz et al (1996, p. 163) indiquen que “s’entén
la visualitzacié com la transferéncia d’objectes, conceptes, fendmens, processos i les
seves representacions visuals i viceversa, inclosa la transferéncia de un tipus de

representacio visual a un altra™.

Gutiérrez (1996) considera la visualitzacié com I'activitat de raonament basada en I'is
de elements visuals o espacials, bé de forma mental o fisica, per tal de resoldre
problemes o provar alguna propietat. A més, identifica quatre elements que hi
intervenen: imatges mentals, representacions externes, processos de visualitzacio i

habilitats de visualitzacio.

Per Alsina et al. (1997), visualitzar és tenir la capacitat de produir imatges que il-lustrin
0 representin conceptes, propietats o situacions determinades, i també la capacitat de
realitzar lectures visuals a partir de representacions determinades. Ho resumeixen

com associar una imatge figurada a un concepte o procediment.

Plasencia (2000) defineix el terme com els processos que s’involucren quan les
persones construeixen, transformen i relacionen imatges mentals visuals, i en els que
la ment té un paper actiu a través de translacions, transformacions, dibuixos i altres

processos similars.

3 Aquesta cita s’ha traduit de I'anglés, com apareix a Herskhkowitz et al (1996, p. 163).
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Per Arcavi (2003) la visualitzacié és la capacitat, el procés i el producte de la creacio,
la interpretacio, I'is i la reflexié sobre figures, imatges, diagrames, a la ment, al paper
0 amb eines tecnologiques, amb el proposit de representar i comunicar informacio,
reflexionant sobre el desenvolupament didees préviament desconegudes i el

coneixement avancat.

Per Duval (1999), la visualitzacié es refereix a una activitat cognitiva intrinsecament
semiotica. Duval (1994) parla de diversos tipus de representacions: mentals i
semiodtiques. La primera abasta les imatges i concepcions que té I'individu sobre un
objecte matematic; les semidtiques estan compostes per signes d'un sistema de
representacié. Ambdues permeten estudiar el procés de comprensidé dels objectes,

relacions i operacions de les Matematiques.

Les representacions semiodtiques pertanyen a sistemes que tenen la seva estructura
propia i les seves limitacions de significat i funcionament, i poden ser caracteritzades
en funcidé de les activitats cognitives de I'estudiant (Duval, 2004). En aquest sentit,
afirma que les representacions sén necessaries tant per fins comunicatius com pel
desenvolupament de les activitats cognitives del pensament. A més, Duval (2004)
planteja que en la formacié d’'una representacié s’han de considerar dos aspectes
essencials: la seleccio de la representacio i el seu Us. Ambdos aspectes es regeixen

per regles de formacio.
e Conversi6: La transformacié d’'una representacié d’'una forma en un altra
e Processament: Transformacio dins d’'una mateixa forma de representacio

Duval (2006) afegeix que no és possible accedir als objectes matematics sin6 és per
mitja de les seves representacions: “L’Unica forma d’accedir i treballar-hi és a través
de signes i representacions semiotiques” (p. 157). Duval (1999) declara que és pot
entendre sense visualitzar. Per Duval (2006), aprendre Matematiques implica
reconeixer un mateix objecte matematic en les seves diferents representacions, ja que
cadascuna per si sola és parcial (Duval, 1999), i no confondre’l en cap d’elles. D’aqui
apareix la necessitat de treballar cada objecte amb registres de representacio diversos

i aprendre a reconeixer el més adequat a cada context.

La visualitzacié ha estat considerada per diversos autors com a necessaria o Util per
la cognicié matematica. Konyalioglu et al. (2005) van presentar a la seva conclusio
que la visualitzacié en el procés d’ensenyament incrementa I'aprenentatge conceptual
de l'estudiant. Arcavi (2003) argumenta que la visualitzacié posada al servei de la
resolucio de problemes pot anar més enlla del seu paper procedimental i inspirar una

soluci6 general i creativa.
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Tanmateix, la investigaci6 de Soto Andrade (2008) apunta que, malgrat que el
raonament visual esta contemplat en els curriculums de Matematiques, en general,

els professors el presenten com un argument auxiliar o introductori.

1.3. L’as d’eines TIC per la visualitzacié de la matematica

La investigacio centrada en la visualitzacié a experimentat un ressorgiment en els
altims anys. Fernandez (2013) ho addueix a dues raons principal. La primera esta
relacionada amb la presentacié de conceptes, formes, relacions i propietats a través
de nous elements i entorns d’aprenentatge, propis d’'un mén que ha esdevingut cada
cop més tecnologic. Aquests avengos s’han traduit en eines matematiques i
cientifiques molt potents que infereixen dinamisme a moltes entitats que abans es
presentaven per mitja de taules, formules i simbols. Per altra banda, aquests canvis
condueixen a canvis en els recursos semiotics i en les representacions, que conviden
a investigar sobre els processos visuals que i tenen lloc (Rivera, 2011 que va ser citat

per Fernandez, 2013).

La segona rad son els canvis en la concepcioé de la naturalesa de la matematica,
entesa com una cerca de patrons, i la visualitzacié és una eina fundamental per

reconeixer aquests patrons (Hershkowitz et al, 1996).

Segons Gutiérrez (1996), el software que permet veure diferents representacions de
solids en pantalla i poder transformar-los, afavoreix la creacio i manipulacio de imatges
mentals. En un estudi que examinava els processos de visualitzacié dels estudiants
per construir imatges visuals dinamiques en 3D, Pittalis et al (2009), consideren que
I'aprenentatge en aquests entorns combina representacions simboliques, estatiques i
dinamiques que poden ser modificades de forma interactiva, i conclouen que aquest

tipus de software té un gran potencial en la millora de I'aprenentatge.

Christou et al (2007) afirmen que el software de geometria dinamica en 3D proveu una
varietat de riquesa visual d’imatges espacials, que no es pot aconseguir amb

representacions estatiques en paper i, en alguns casos, en I'espai fisic.

Pratt i Davidson (2003) asseguren que també en geometria plana, 'us de geometria
dinamica i software adient pot facilitar la construccié i definicié de conceptes. Alhora,
permet desenvolupar connexions entre figures, formant relacions jerarquiques entre
formes i facilitant el pas entre nivells de Van Hiele (De Villiers, 1998; Markoulus i Potari,

1996, que va ser citat per Fernandez, 2013).

La combinacié de tasques 2D i 3D sobre figures geométriques per mitja d’eines

tecnologiques permet potenciar el desenvolupament del coneixement espacial i
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millorar les seves habilitats de raonament visual (Jones et al, 2016). La interaccié
dinamica amb la tecnologia ajuda a l'estudiant a construir les seves habilitats
algebriques en donar-li significat (Kaput, 1992) i promouen les seves capacitats per

formular, validar i refusar conjectures (Arzarello et al, 2011).

A més, Sinclair i Yerushalmy (2016) defensen que els sistemes computacionals
incrementen la motivacié i la confianca dels alumnes, ja que permet validar les tasques

i promouen la discussio en el si de I'aula.

Cal apuntar, que aquest tipus de software no té una intencionalitat didactica en el seu
disseny, i no proposen en si mateixos activitats d’aprenentatge (Mota et al, 2013), sin6
que és el docent qui ha de desenvolupar aplicacions que incloguin objectius

d’aprenentatge relacionats amb la visualitzaci6 espacial (Hoyos et al, 2021).

2. Context de la proposta d’intervencié

2.1. Contextualitzaci6 del grup-classe on es realitza la intervencio

La intervencid es du a terme en el centre on estic realitzant les practiques, I'Institut
Pons d’Icart. El centre identifica els seus trets d’identitat en el Pla Educatiu de Centre
(Institut Pons d’Icart, 2021):

L Institut Pons d’Icart de Tarragona va ser inaugurat I'any 1978 sobre I'antic Convent de Sant

Francesc, situat a la Rambla Vella i del qual només en queda el Claustre.

Lluis Pons d’ Icart [1518/20 - 1578] fou el primer arqueoleg tarragoni. Es tenen poques dades

sobre les primeres etapes de la vida del personatge que dona nom al nostre Institut.

L’ Institut, amb més de 40 anys d’historia, esta ubicat al centre historic de la ciutat, a la Rambla
Vella, en un lloc privilegiat, proper a les institucions i als principals equipaments culturals:
Serveis Territorials d’Educacid, Arxiu historic provincial, Conservatori de Musica, Biblioteca
publica, Teatre Metropol, Teatre de Tarragona, Palau de Congressos, Escola Municipal de
Musica, Auditori del Camp de Mart, Museus, Sales d'Exposicions, etc. Aixo el fa singular i de

facil accés.

Tarragona és una ciutat oberta al mar que atreu, cada cop més, gent de tot el mén, per la
seva situacio geografica, pel seu climai per les diferents possibilitats que ofereix, tant culturals

com d’oci, propiciant, aixi, un procés d’expansio urbanistica i demografica.

L’ Institut Pons d’lcart és un centre public que depén del Departament d’Educacié de la
Generalitat de Catalunya, del tipus B (Institut de 16 fins a 21 grups) d’estructura lineal, amb
3 linies completes d’ ESO i 3.5 de Batxillerat. Tenim 4 modalitats de Batxillerat: Ciéncies i

Tecnologia, Humanitats, Ciéncies socials i Arts escéniques.
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La llengua vehicular i d’aprenentatge del centre és el catala. La llengua castellana i la llengua
anglesa s’estudien durant tot el nivell educatiu. Els alumnes tenen la possibilitat de triar una
segona llengua estrangera (francés o alemany).

L’ Institut Pons d’lcart, actualment, compta amb 558 alumnes, repartits entre 356 alumnes a
'ESO i 212 al batxillerat, procedents en gran majoria de les nostres escoles adscrites. Quant
al Batxillerat, l'institut es nodreix d’'una bona part dels alumnes del centre i d’'una altra, de les
escoles concertades properes (p.3).

El centre on es realitzara la intervencié considera les noves tecnologies com un
aspecte puntal del seu pla educatiu. En el seu PEC (Institut Pons d’lcart, 2021),
identifiquen una comissié TAC que:

(...) fomenta I'iis de les Noves Tecnologies entre el professorat, essent aquestes un element

vertebrador de la gestié administrativa del centre escolar.

La comissié TAC impulsa i vetlla perqué la Competéncia Transversal d’ambit digital es treballi

en totes les arees i nivells de 'ESO.

Som conscients que el moén laboral, en constant transformacio, s’acosta a I'alumnat per mitja
de les Noves Tecnologies, el domini de les quals s’integra com a element curricular i respon
a la diversitat per la seva versatilitat, i es concreta, tant a 'TESO com al Batxillerat, en opcions

de contingut, de suport metodologic d’activitats i/o de materies (p. 9).

La intervencio es realitza en un dels dos grups de Batxillerat que realitzen I'assignatura
de Matematiques de Batxillerat en la modalitat de Ciencies i Tecnologia, en particular
els qui han escollit un itinerari de Ciéncies. L’altre grup servira de grup de control per

I’'avaluacié de la intervencio.

En la contextualitzacié de la intervencié s’ha de considerar que I'historial académic i
I'aplicacié del curriculum d’aquest grup, com el de tots els centres de Catalunya i del
mon educatiu internacional, s’han vist condicionats per I'efecte de la COVID19. Fa tres
cursos, quan els alumnes cursaven el quart curs de la ESO, la COVID19 va produir
un trencament de la seva rutina académica i va conduir a la improvisacié en el
desenvolupament de la tasca docent. Va haver-hi un canvi sobtat a un model de
classes no presencial als que els docents no estaven preparats ni acostumats, amb la

corresponent reduccié de la idoneitat del procés d’ensenyament-aprenentatge.

Fa dos cursos, quan els alumnes cursaven el primer curs de Batxillerat, el
Departament d’Educacio va optar per la distribucié dels grups en dos subgrups que
assistien de forma presencial i no presencial de forma alternativa per tal de reduir el

volum d’alumnes a l'aula.

Aquesta inestabilitat en la metodologia del procés d’ensenyament-aprenentatge, pel
qual no estaven preparats ni docents ni alumnes, va dificultar la normalitat del

desenvolupament del curriculum. Per tant, els alumnes no han arribat a aquest segon
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curs de Batxillerat amb una base de coneixement prou solida com s’espera a aquestes

alcades de la seva educacio.

Aquest aspecte del seu itinerari ha afectat especialment a la construccié dels
conceptes més que no pas a la operativitat matematica necessaria a I'hora de
desenvolupar els exercicis i problemes que se’ls hi plantegen dins del curriculum. La
comprensié conceptual dels elements matematics del curriculum de Batxillerat és molt

important per poder entendre i analitzar els enunciats.

El curriculum de Matematiques del Batxillerat considera la introduccié dels conceptes
de derivada i primitiva durant el primer curs. Tanmateix, per questions de
temporitzacio, aquest grup-classe no va poder arribar a aquesta part del temari. Aix0
suposa una dificultat afegida a I'hora d’encarar aquests conceptes matematics que
sén nous i demanden una abstraccié superior a la majoria que figuren als curriculums

de Matematiques d’ESO i Batxillerat.

2.2. Conceptes clau de limits, derivades i integrals al Batxillerat

En general, els alumnes d’ESO i Batxillerat que cursen assignatures de Matematiques
acostumen a tenir majors dificultats amb els continguts conceptuals del curriculum que
amb els continguts procedimentals. Fernandez (2013) identifica dues particularitats de
les Matematiques que presenten complicacions en I'aprenentatge dels alumnes: el seu
paper en la modelitzacié i representacié de la realitat i en la traduccio constant de la

simbologia matematica al llenguatge natural.

En el seu estudi, Fernandez (2013) identifica que gairebé un 60% dels alumnes
enquestats identifiquen els conceptes i el plantejament i resolucioé de problemes com

els elements més dificils de les Matematiques.

En la seva intervencio, que realitza sobre les primeres nocions del calcul diferencial,
identifica que la dificultat més gran que es troba en els alumnes és la de comprendre
qué és i per a qué serveix la derivada d’una funcié. Paradoxalment, en general els
alumnes saben aplicar els algorismes pel seu calcul perd no comprenen per qué ho

fan.

En el grup-classe on es realitza la intervencié, aquest sera un punt fonamental ja que
durant el primer curs de Batxillerat no van poder arribar a aquesta part del temari, i els
conceptes previs de limits i continuitat no es van poder veure amb la profunditat

necessaria per assentar una base solida de cara a enfrontar conceptes més avancats.
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En termes de la derivada, Inglada i Font (2005) identifiquen un conflicte de com alguns
llibres de text deixen la interpretacio de la definicié6 formal de la derivada, amb el
concepte de limit, a carrec de I'alumne. Aixi, recomanen una sequéncia prévia a la
introduccié d’aquest concepte per tal de facilitar el salt conceptual que ha de fer

I'alumnat.

Contreras (2003) resol en el seu estudi que el concepte de la derivada en un punt és
sovint desconegut per 'alumnat després de 'ensenyament. Els alumnes acostumen a
associar la derivada a la pendent de la recta tangent pero ho fan de forma operativa i
sovint no entenen que construeixen quan resolen exercicis sobre el calcul d’equacions
de rectes tangents. A més, presenten dificultats en relacionar la idea de variacié amb

la del pendent de la recta tangent.

A més, Contreras (2003) identifica que la derivada entesa com a raé de canvi és
desplagada envers altres concepcions, ja que si bé s'utilitza per introduir el concepte
a través de la definicié i la taxa de variacio, es deixa de banda en la recapitulacio final

de molts manuals i, especialment, en els examens de Selectivitat.

En termes de la integral definida, Contreras et al (2010) assenyalen la existéncia de

quatre configuracions epistemiques de la integral definida:

e Entesa com la determinacié de I'area entre la funcié entre una corba i I'eix
d’abscisses. Els calculs de longituds, arees i volums que hi associem fan

referéncia a un context geometric estatic.

e Entesa com la idea fonamental del calcul, és a dir, la determinacio dels
resultats i efectes de canvis o processos. La integral definida ens permet

determinar el resultats d’aquests processos de canvi.

e Entesa com a la inversa de la derivada, operacié amb la que comparteix una

relacio d’origen des de la seva concepcio, a mans de Newton i Leibniz.

e Entesa com una aproximacié a través del concepte limit, formalitzada per

Cauchy, a través de la suma d’arees que representen la particio d’un interval.

Analitzant la influéncia de la integral definida en les proves d’accés a la universitat,
Contreras et al (2010) identifiqguen que la integral definida apareix en un 77% de les
proves, de les quals un 94% es contempla només la configuracié epistémica de la
integral entesa de forma geométrica. Aixo va en detriment de les altres configuracions
i de la creenga de Duval (2000) que “aprendre un objecte matematic significa coordinar

els diversos sistemes de representacié semiotica del mateix™.

4 La cita textual s’ha traduit de I'anglés al catala des de la font.
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2.3. Manim com a eina de visualitzaci6 matematica

El nom de Manim ve de I'anglés mathematical animation engine i va ser creat per
Grant Sanderson per tal construir animacions matematiques d’alta precisid. Manim
utilitza el llenguatge de programacié Python com el seu nucli, en el que integra LaTeX
per escriptura de textos i férmules matematiques, Cairo per la construccio de figures i
grafics i FFmpeg que s’encarrega de compilar-ho tot en format d’animacié (The Manim
Community Dev Team, 2022).

Originalment, Sanderson va crear Manim a nivell personal per produir videos pel seu
canal de Youtube 3bluelbrown, centrat en la descoberta i la curiositat matematica. En
Grant va estudiar Matematiques i Ciencies de la Computacié a Stanford, i va treballar
a Khan Academy fins el 2016, on va centrar la seva atencié en el seu canal de Youtube
(Sanderson 2022f; Sanderson 2022g).

Sanderson va desenvolupar Manim com un projecte unipersonal per tal produir videos
pel seu canal de Youtube 3bluelbrown, centrat en la descoberta i la curiositat
matematica, des del 2015 al 2018. Al 2018 va obrir-ho en codi obert per tal que aquells
usuaris que el volguessin utilitzar en tinguessin la oportunitat. A finals de 2019,
Sanderson va comencar a treballar en una nova branca del programa, amb una
renderitzacié més rapida, que a partir de 2021 va esdevenir la branca per defecte del
seu repositori. En paral-lel, a principis de 2020, un grup de desenvolupadors va fer un
fork de Manim del qual se n’ha creat una comunitat que el manté i desenvolupa (Hackl,
2022; Sanderson 2022f; Sanderson 2022g).

Existeixen, per tant, tres versions del programa: la versié original ManimCairo, la versio
que utilitza en Grant Sanderson per desenvolupar els videos ManimGL, i la versi6

suportada per la comunitat ManimCE (The Manim Community Dev Team, 2022).

Manim és una eina molt interessant per fer Us de la visualitzacié per millorar la
didactica de les matematiques. El propi Sanderson (Lex, 2020, 1h49m5s) apunta a
altres eines que poden assolir la necessitat de la visualitzacié a nivells més senzills,
com Desmos, Geogebra i Grapher per fer figures; matplotlib i Mathematica per fer
grafics. Sanderson (Lex, 2020, 15m24s) identifica les diferencies de Manim amb
aguestes altres eines el potencial per unes animacions més estétiques i, sobretot, que

es construeixen de forma programatica.

Aquesta caracteristica és la més rellevant i la que condueix la decisio d’estudiar Manim

com a eina educativa; tot i aixi, cal remarcar, que no es considera una eina absoluta
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de visualitzacié, sind que es projecta com una eina complementaria a les que ja

s’utilitzen.

Sanderson (2021) identifica quatre casos en que ell considera que les animacions

programatiques ajuden a entendre les matematiques:

e Quan quelcom sobre el resultat de I'animacié és inesperat, és a dir, bé qui
produeix 'animacié o bé qui la interpreta té o pot tenir una expectativa erronia

degut a que aquest resultat és contra intuitiu (per exemple, I'estudi del caos)

e Quan volem construir un medi d’explicacié alternatiu a I'habitual, que permet
traduir entre diferents representacions semiotiques i que es pot adaptar al

concepte particular que es vol explicar

e Quan la construccio de I'animacié permet realitzar tests i comprovar hipotesis
per part del programador, és a dir, quan I'alumne escriu el codi que li permet

desenvolupar I'animacié

Aquest treball vol centrar I'atencié especialment en el segon punt, és a dir, en la
construccié d’animacions per tal de crear un medi en el que un concepte matematic
es pugui visualitzar a través de la representacio i transformacio de registres semiotics
diversos. Lex i Sanderson identifiquen que I'is d’una animacié programatica, que
permet produir una animacié en la que es pot jugar i retocar variables que mostren
una evolucié o una transformaci, pot tenir efectes similars a la interaccié guiada dels

alumnes amb alguna aplicacié que ho permeti, com Geogebra (Lex, 2020).

En el cas particular del calcul infinitesimal, Tall (2009) defensa el seu caracter dinamic
i com, per tant, s’ha d’ensenyar de forma dinamica. L’ensenyament tradicional de les
Matematiques a 'aula s’ha dut a terme amb el recolzament de la pissarra i, per tant, a
través d’un medi essencialment estatic. Tot i 'adveniment de les noves tecnologies i
degut sobretot a la manca de formacié del professorat en entorns de software dinamic,
I'autor d’aquest treball considera que la pissarra encara és un de les eines puntals en

I'ensenyament de conceptes matematics que precisarien d’'un enfoc més dinamic.

Tall (2009) relaciona aquest dinamisme amb la construccié de corbes amb la dimensié
del temps, els efectes d’ampliacié i canvi d’escala per avaluar punt de la grafica des
de diferents perspectives i I'émfasi visual de certes parts de la funcié per destacar-ne
algun aspecte. Totes aquestes accions son dificils o impossibles d’aplicar en un medi

estatic.

Manim suposa una plataforma en que totes aquestes accions hi estan integrades,
especialment tenint en compte que es tracta d’'una eina especialment dissenyada per

construir animacions matematiques en les que s’hi poden programar tots els aspectes.
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D’aquesta manera, en el cas del calcul infinitesimal, i seguint les indicacions de Tall
(2009), podem ampliar un punt de la grafica per avaluar el valor d’un infinitésim i, fins
i tot, seqguir-lo per avaluar com varia el quocient entre infinitésims al llarg de la grafica.
Podem construir una animacioé en la que ampliar un punt en que s’avalua el limit per
arribar al concepte de continuitat de forma natural. Podem dividir I'area sota la corba
en rectangles, i fer-los cada cop més petits, enfocant en l'error d’aproximacié per
mostrar de forma intuitiva la integral definida de Leibniz, com podem veure en la Figura
2.

Figura 2.

Visualitzacié de I'error de I'area de Leibniz de forma ampliada

Leibniz error

area A 1
A y /rﬁé /

-y

Nota: Font: Tall (2009, p. 8).

Manim permet un nombre molt elevat (i que creix de forma constant) d’operacions amb
les que visualitzar conceptes matematics abstractes a través de la construccié

d’animacions programatiques.

3. Proposta d’intervencio

La intervencié comptara de quatre animacions que introduiran conceptes avancats
d’analisi diferencial i de limits. Queda fora de I'abast d’aquest treball la elaboracio de
les animacions i s’adaptaran de la série de videos “The essence of Calculus” de
3BluelBrown a Youtube (Sanderson, 2017a; Sanderson, 2017b; Sanderson, 2017c;
Sanderson, 2017d; Sanderson, 2022a; Sanderson, 2022b; Sanderson, 2022c;
Sanderson, 2022d; Sanderson, 2022e).
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L’adaptaci6 de les animacions implicara retallar els continguts no matematics i eliminar
I'audio®. Les intervencions es realitzaran amb els comentaris del professor en catala

sobre les animacions adaptades.

3.1. Primera animacid: Construcci6 intuitiva dels conceptes d’integral i

derivada

En la primera animacio s'introdueix en primera instancia el concepte d’integral
definida. L’aproximacio al concepte es desenvolupa de forma organica a través de la

resolucié d’'un problema: com podriem calcular I'area d’una circumferéncia coneixent

el seu radi?
Figura 3 Figura 4
Possibles formes de dividir una Divisi6 de la circumferéncia en anells de gruix dr.

circumferencia.

Nota: Font: Sanderson (2022a) Nota: Font: Sanderson (2022a)

Es parteix de la premissa de desconeéixer la formula que ens permet calcular I'area i
es plantegen divisions de la circumferéncia. L’area de cadascuna d’aquestes divisions
es pot calcular com un trapezi isosceles, perd decidim aproximar-la a un rectangle.
Aix0 permet reduir la complexitat del problema a la suma de tants rectangles com el
nombre de divisions concéntriques que s’han realitzat sobre la circumferéncia. En
augmentar el nombre de divisions, es redueix el gruix del rectangle i també I'error que

cometen en I'aproximacio.

5 En les animacions figuren comentaris en anglées. Aixd no suposa un problema afegit ja que el centre
treballa amb metodologia AICLE (tot i que I'assignatura de Matematiques Il no esta programada en
aquesta metodologia), aixi que els alumnes estan acostumats a treballar en un context bilingiie. En
tot cas, es traduiran pels comentaris a carrec del professor.

31



Figura 5 Figura 6

Representacié dels anells com trapezis Reducci6 de I'error considerant els trapezis

isosceles. isosceles com a rectangles.

error
~

N

Nota: Font: Sanderson (2022a) Nota: Font: Sanderson (2022a)

A partir d’aqui es planteja la resoluci6 del problema com la suma de totes les divisions
de la circumferéncia a mesura que augmentem aguest nombre, és a dir, en reduim el

gruix fer-lo tendir a 0.

Tot sequit, es col-loquen tots aquest rectangles sobre uns eixos cartesians, de manera
que es pot visualitzar com, a mesura que fem tendir el gruix dels rectangles a 0,
conformen un triangle amb base R i amb altura equivalent al perimetre de la
circumferencia, 2mR. S’arriba a I'area sota la recta representada per les algades de

cada rectangle com A= TTR?,

Figura 7 Figura 8 Figura 9

Aproximacié dels anells en Reduccio del gruix dr dels rectangles Representacié de l'area

rectangles isosceles sobre uns i aproximacié de la seva suma a total de la circumferencia

eixos coordinats. I'area total d’un triangle. com un triangle de base R
i alcada 2mR.

Nota: Font: Sanderson Nota: Font: Sanderson (2022a) Nota: Font: Sanderson
(2022a) (2022a)
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A partir d’aqui, es generalitza que podem calcular 'area sota la corba de qualsevol
funci6 trobant una nova funcio, la integral, estretament relacionada amb la primera.
Encara més important, podem observar que quan en analisi ens trobem amb un
problema que implica la suma de molts valors petits podem utilitzar aquesta funcié per

trobar-ne la solucio haurem de recorrer a la integral.

A partir d’aquestes grafiques podem observar que un petit canvi de la variable
independent resulta en un canvi en la funcio area sota la corba. Podem aproximar
aquest increment d’area a un rectangle, i aquesta aproximacio es cada cop més bona
per canvis cada cop més petits de la variable independent. Aixo ens permet trobar una
relacié entre la variacio de l'area i la variable independent de manera que s’observa
que el quocient entre ambdues el podem aproximar a la funcié original, i aquesta

aproximacio millora a mesura que la variacio de la variable independent tendeix a O.

Aix0 permet construir una concepci6 intuitiva de que representa la derivada (aquest
guocient entre la funcié area, trobada a través de la integral, i la variable independent)

i la seva estreta relacié amb la integral.

A través d’aquesta relacid podem presentar el teorema fonamental del calcul des

d’'una perspectiva amplia del concepte.

Figura 10.

Visualitzacié del concepte intuitiu d’“integral” i de “derivada” d’una funcié.

| “Derivative” of /

Gets better

as de — 0

Nota: Font: Sanderson (2022a)

3.2. Segona animaci6: La paradoxa de la derivada

En la segona animacio, es desenvolupa el concepte de derivada. Sovint la derivada
s’interpreta com un la taxa de variacio instantania. Tanmateix, aixd presenta una
paradoxa en el fet que un canvi necessita de multiples punts en el temps per ser

avaluat, i el concepte d’instantani representa un unic moment en el temps.

Per arribar als conceptes d’'una forma natural, és presenta un cas de la vida real en

que ens interessa saber la taxa de variacié d’'una magnitud: la velocitat d’'un cotxe.
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Podem representar la posicid instantania en uns eixos cartesians, de manera que es

pot avaluar com varia aquesta posicio al llarg del temps.

Figura 11 Figura 12
Representaci6 de la posicié del cotxe en Representacié de la distancia recorreguda pel
diversos instants de la seva trajectoria. cotxe en funcio del temps.

Distance Traveled (Meters)

Distance

6

Time

Nota: Font: Sanderson (2022b) Nota: Font: Sanderson (2022b)

Podem avaluar la taxa de variacio respecte del temps, €s a dir quant pugem (o baixem)
a la grafica a mesura que avancem. Si avaluem aquesta mesura de variacio per a

temps petits (en aquest cas, 0.1 segons), podem relacionar-la amb el temps amb una

grafica.

Figura 13 Figura 14 Figura 15

Visualitzaci6 de la variacid de  Visualitzaci6 de la funcio v(t) a Visualitzacio de la funcio

la distancia i el temps per partir d’avaluar la taxa de variacié  v(t) a mesura que canvia la
intervals de 1 segon. de la funcio s(t) per dt=0.1s. funcio s(t).

Nota: Font: Sanderson (2022b) Nota: Font: Sanderson Nota: Font: Sanderson (2022b)
(2022b)
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Aquesta relacié, entre la taxa de variacié avaluada per un temps tan petit com
vulguem, ens introdueix el concepte de derivada. La derivada, per tant, és la variacié
de la imatge de una funci6 (ds, en el nostre cas) respecte d’una petita variacio (dt, en
el nostre cas), quan aquesta petita variacio tendeix a 0. Es important aclarir que
aguesta variacié no és 0, ni és infinitament petita, sin6 que té un valor finit que tendeix
ao.

Si bé la taxa de variacié ens donava la pendent de una recta que passa pels dos punts
dels quals n'avaluem a variacio, si fem tendir a 0 aquesta diferéncia, obtenim la
pendent d’una recta tangent a la corba en el punt on s’avalua. Aquest valor és la millor

aproximacio constant de la variacié de la funcié en I'entorn d’un punt.

Figura 16 Figura 17 Figura 18

Visualitzacio de la taxa de Visualitzaci6 de la definicio de Visualitzaci6 del valor de
variacio per intervals molt la derivada com la taxa de la derivada en un punt
petits de temps amb una eina variacié quan els intervals de com a pendent de la
d’augment. temps s’apropen a 0 (dt—0). recta tangent a la corba

en aquest punt.

Nota: Font: Sanderson (2022b) Nota: Font: Sanderson (2022b) Nota: Font: Sanderson
(2022b)

Aquest mateix estudi el podem generalitzar per qualsevol funci6. Com a exemple,
podem estudiar quin seria la taxa de variacid instantania per s(t)=t®. Ho estudiem en
t=2s, i aixd en permet generalitzar una expressié que depéen de dt. Si fem tendir

aquesta diferéncia a 0, és quan arribem a la expressié de la derivada de la funcio.
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Figura 19

Avaluacié6 de la taxa de variacié quan dt—0 de la

funcié s(t)=ts.

Distance

Nota: Font: Sanderson (2017b, 13m11s)

Finalment, un cop entesa que la derivada representa la taxa de variacié per un interval

de temps que tendeix a 0, podem enfrontar una nova pregunta que ens condueix a

_(t+dt) — ()
it

/
/,\> dt =0

Figura 20

variacio en s(t)=t3 per un dt qualsevol i per

dt—0.

—(t) = 3(t)2

Time (seconds)

una paradoxa. Quan comenga a moure’s el cotxe?

L’estudi de la derivada ens dona que la velocitat del cotxe en l'instant inicial és 0.
Tanmateix, aquesta no és sind la millor aproximacié constant a aquesta variacio,

perqué per qualsevol interval de temps finit, aquesta variacié és, si bé molt petita, no

nula.

Figura 21.

Visualitzacio de la velocitat del cotxe des de la posicio inicial quan fem tendir el temps final a 0

segons.

Time ¢t = 0.1

Sa®

(0.0001)* meters meters
= ().0000000] ——

0.0001 seconds second

Nota: Font: Sanderson (2017b, 16m16s)
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3.3. Tercera animacié: La definicié formal de la derivada, els limits i laregla de
I’Hépital

Tot i que en la segona animacié es contextualitza la derivada i la seva interpretacio,
en aquesta tercera animacié es defineix de manera formal, amb I'is de la

nomenclatura habitual.

Recordem que la derivada representa la variacié de la imatge d’'una funcioé respecte

d’'una variacié de la variable independent, quan aquesta ultima tendeix a O.

Figura 22.

Visualitzacié de la derivada de f(x)=x3 en x=2.

Nota: Font: Sanderson (2022c)

Podem formalitzar aixd amb la nomenclatura dels limits. Cal apuntar que els termes
diferencials ja s’associen a fer-los tendir a 0, i és per aquest motiu que aquesta

“empenta” que fem a la variable independent 'associem amb la lletra h.

Figura 23.

Evolucié de la derivada (d’esquerra a dreta; de dalt a baix) de la taxa de variaci6 a la seva definicié

formal.

ﬂ(z — lilll w

dr dz—0 dx

4 gy _ Tim S50 1) fz + k) (=)

O gy = lim
dr h—0 h dr h—0 h

Nota: Font: Adaptat de Sanderson (2022c)
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Aix0 ens porta a introduir el concepte de limit. Si avaluem a el valor de la funcié dins
del limit de la derivada quan x=2, podem observar que no esta definida per h=0
(simbolitzat per un forat en aquest punt). Si ens hi apropem, podem veure que tan si
ens apropem a aquest punt per la esquerra o per la dreta, el valor de la imatge de la
funci6 tendeix a 12.

Figura 24 Figura 25 Figura 24
Avaluacio de la taxa de Visualitzacio del forat a la grafica Avaluacio del limit de la taxa
variacié de f(x)=x2 en x=2 en la expressio de la taxa de de variacio de f(x)=x3 en x=2
per h=0. variacio f(x)=x2 en x=2 per h=0 quan h—0.

amb una eina d’augment.

Nota: Font: Sanderson Nota: Font: Sanderson (2022d) Nota: Font: Sanderson
(2022d) (2022d)

Pero qué vol dir apropar-se? Podriem definir-ho com que, per un interval de la variable
independent, que podem agafar tan petit com vulguem, podem trobar un interval de
les imatges associades tan petit com vulguem, que es tanca cada cop més al voltant

d’un valor determinat (en aquest cas, 12).

Figura 27.

Visualitzacio exemplar de com podem trobar un interval tant petit com vulguem que inclogui la el

valor al que s’apropa la funcid, per un interval de la variable independent arbitrariament petit.

Nota: Font: Sanderson (2022d)

Considerem un altra funcié. Podem observar que podem escollir un interval de valors

de la variable dependent tan petit com vulguem, tanmateix, l'interval d'imatges
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associades té un valor minim que no es pot fer més petit. Tenim un salt on no podem

tancar l'interval d’'imatges al voltant d’'un valor determinat.

Figura 28. Figura 29.

Avaluaci6 de la imatge i el Visualitzacié dels intervals de la variable independent i la imatge
limit d’un altra funcié de la funcié d’exemple.

d’exemple.

Nota: Font: Sanderson (2022d)

A partir d’aquestes observacions podem introduir la nomenclatura formal. Anomenem
€ a la distancia a una imatge determinada i ® a la distancia al valor de la variable
independent que associem a aquesta imatge. Es pot dir que existeix el limit quan per
un valor de la variable independent, podem escollir un valor de €, sempre podem trobar
una distancia & tal que linterval entre els extrems d’aquestes distancies sempre
correspon a una imatge a una distancia € d’'un valor determinat, que correspon amb el

[imit.

Figura 30. Figura 31.

Visualitzaci6 de les distancies € i 0 en la funcio f(h) respecte  Visualitzacio de les distancies ¢ i
de h=a per avaluar-ne el limit. 0 respecte de h=0 en la funci6
taxa de variacio de f(x)=x3 en

avaluada en x=2.

Nota: Font: Sanderson (2022d) Nota: Font: Sanderson (2022d)
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En la segona funcié que haviem vist, podem veure com aixo no és possible. Per una
determinada distancia €, en aquest cas 0.4, per molt petit que fem l'interval de la

variable independent, l'interval de imatges sempre és massa gran.

Figura 32.

Visualitzacio de les distancies ¢ i o respecte de h=0 de la funcié d’exemple, que no té limit en

aquest punt.

Nota: Font: Sanderson (2022d)

De vegades pot ser complex avaluar segons quins limits. Podem agafar la funcié

flx) = Sljz(flx) com a exemple. Si la avaluem en x=1 podem veure que ens trobem un

quocient indeterminat 0/0. Tanmateix, segons els conceptes vist amb anterioritat,

hauriem de poder trobat el valor del limit de la funcié quan tendeix a x=1.

Figura 33.

sin (mx)

——, » avaluada en x=1, on no esta definida.

Visualitzacié de la funci6 f(x) =

sin(mwr)

2 -1
sin(z1) 0
2_1 0

——

Nota: Font: Sanderson (2017c, 10m56s)

Per entendre com avaluar-lo, grafiquem la funci6é que apareix al numerador,
P(x)=sin(1rx), i la funcié que apareix al denominador, Q(x)=x?-1. Podem avaluar la
variacio d’aquestes funcions al voltant de x=1, a través dels conceptes que hem vist
sobre la derivada. Aixd en permet observar que aguesta variacio és proporcional a la
variacid de la variable independent, dx. Per tant, podem trobar una aproximacié per

aguest limit, pero si tenim en compte que podem agafar valors de dx tan petits com
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volguem, el limit no només sera aproximadament aquell valor, siné que sera

exactament aquest valor.

Figura 34. Figura 35.
Visualitzacio de les funcions P(x), Q(x)=x3-1 i Avaluacio de la variaci6 de les funcions P(x) i
f(x), emfatitzant I'entorn de x=1. Q(x) per una variacio6 dx de la variable

independent, amb I'ajuda d’una eina
d’augment, i del limit de la funcié f(x) a partir

d’aquestes variacions.

sin(m

71

lim
v1

Nota: Font: Sanderson (2017c, 11m59s) Nota: Font: Sanderson (2017c, 13m54s)

Podem generalitzar per qualsevol quocient entre funcions, sempre que per ambdues
existeix el limit quan tendim a un valor de x determinat. Aquesta eina, anomenada
“regla de I'Hopital”, és especialment util quan ambdues funcions tenen imatge 0 en el

punt on volem estudiar el limit.

Figura 36.

Visualitzacioé del limit d’una funcié % quan x—a a través de la derivada avaluada en x=a.

Nota: Font: Sanderson (2017c, 15m40)
3.4. Quarta animacié: Laintegraci6 i el teorema fonamental del calcul
En aquesta quarta animacio es desenvolupa el concepte d’integral una mica més enlla

del concepte intuitiu introduit a la primera animacio.
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Comencem considerant un cotxe del qual en sabem la velocitat, perd no la distancia
que recorre. Podem considerar diversos punts on relacionem la velocitat que duu
respecte el temps que ha passat des del moment inicial, i aproximar una funcié a
aquesta relacié. Sabem d’explicacions anteriors que la funcio velocitat la podem trobar
d’avaluar el canvi de posicio respecte intervals de temps que tendeixen a 0, és a dir,
amb la derivada. Aixi, podem pensar que si trobem una funcié, la derivada de la qual
sigui la funcio a la que hem aproximat la velocitat, v(t)=t(8-t), podem trobar la expressid

de la posici6 respecte del temps, s(t).

Figura 37. Figura 38.

Aproximacio de la funcié velocitat pel cas considerat.  Interpretacio de la velocitat com la

derivada de la funcié distancia.

2

_\"'f':]('>("i['f_\' in 2

Nota: Font: Sanderson (2017d, 1m45s) Nota: Font: Sanderson(2017d, 2m17s)

Abans d’aix0, podem plantejar una situacié més senzilla com, per exemple, que la
velocitat del cotxe fos constant. En aquest cas, la funcié velocitat és una funcié
constant, i 'area sota aquesta per l'interval de temps que s’estudia és un rectangle
amb l'interval de temps a la base i la velocitat a I'altura. Aixi, podem avaluar la distancia
amb el calcul d’aquesta area. Aixi, si considerem que en el moviment inicial la velocitat
és manté constant durant intervals de temps d’un segon, podriem avaluar la distancia
recorreguda aproximada amb la suma de les arees de les funcions constants en
aquest instant. Evidentment, cometrem un error de calcul si utilitzem aquest métode,
perod si considerem intervals de temps cada cop més petits, aquest error disminueix

considerablement.
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Figura 39. Figura 40.

Avaluacio de la distancia recorreguda com area sota Aproximaci6 al calcul de la distancia
la corba en el cas de velocitat constant. recorreguda a través de funcions
constants en intervals dt d’1 segon.

meters
second

251 > . .
“T Velocity in

8 seconds
————————————————

10 X 8 meters

Time

Nota: Font: Sanderson (2017d, 2m58s) Nota: Font: Sanderson (2017d, 4m8s)

Aix0 ens porta a pensar que el calcul de la distancia recorreguda a partir de la velocitat
és analeg a avaluar l'area sota la funcié v(t). Introduim un nou simbol, |, per
representar la suma d’aquestes arees v(t)dt quan dt tendeix a 0, és a dir, la integral de
v(t) en linterval de temps considerat. L’Us d’aquesta nomenclatura, a diferéncia del
simbol de sumatori ), respon a que aquesta suma no és una suma qualsevol d’'un
nombre determinat d’elements, sind que porta implicita la nocié que dt tendeix a 0. De

fet, dt actua com a factor i com a divisor de l'interval de temps que considerem.

Figura 41. Figura 42.

Aproximacio al calcul de la distancia recorreguda a Interpretacio de la suma de les arees com
través de funcions constants en intervals dt de 0.25 a la integral de v(t) respecte del temps per
segons considerant la velocitat inicial de l'interval. linterval te[0,8].

For example, 23 8
dt="10.2b . / v(t) dt
JO

“Sum”

o(2) =t8—1)

t=1

=1.25

i ( dt 8

iy Y { - -
/\r\, A A L v AR A e
C

Nota: Font: Sanderson (2017d, 5m4s) Nota: Font: Sanderson (2017d, 7m2s)
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Figura 43.

Visualitzacié de la integral de v(t) com area sota la corba per avaluar la distancia recorreguda del

moviment.

“Integral of v(t)”

Area = Distance traveled
% g

\

Nota: Font: Sanderson (2017d, 8m25s).

Aquesta metodologia per trobar la solucié a un problema com a 'area sota la funcié,
através de dividir aquesta area per intervals de la variable independent i quan aquests
tendeixen a 0 és un dels elements fonamentals del calcul. Molts problemes
matematics de naturaleses molt diferents es poden resoldre a través de la suma de

un gran nombre de petites coses, i la integral és una eina perfecta per aixo.

Si escollim una variable Te[0,8] en el nostre problema, podem avaluar I'area sota la
funcié des de t=0 fins t=T com la integral de v(t) entre aquests valors. El resultat d’aixo
ens donaria una funcié de la distancia recorreguda respecte d’aquesta variable T.

Quina seria la derivada s’aquesta funcio de distancia?

Podem pensar en qué passa si avaluem un interval dT. Per aquest interval, trobariem
un area ds, de base dT i altura v(T). Es facil veure que la expressio a la que podem

arribar és que la v(T) representa la derivada de s(T) respecte de T.
Figura 44.

Interpretacié de la funcié s(T) com la integral de v(t) respecte del temps per I'interval te[0,T], i la
v(T) com la derivada de s(T) respecte de T.

Nota: Font: Sanderson (2017d, 11m0s).
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Aixo ens retorna a l'inici de I'animacid: per trobar la funcié distancia haurem de trobar

una funci6 tal que la seva derivada sigui la funcié velocitat.

Figura 45. Figura 46.
Avaluacié de la funci6 distancia com una Visualitzacié de la funcié distancia i la seva recta
primitiva de la funcié velocitat. tangent a t=6.

Derivative

Bt —1

“Antiderivative”

Nota: Font: Sanderson (2017d, 12m26s) Nota: Font: Sanderson (2017d, 12m58s)

De fet, en podem trobar infinites, donat que una constant a la funcid distancia no varia
la seva derivada. Podem pensar-ho en termes que si desplacem la funcié distancia

amunt i avall, la pendent de la seva recta tangent en un punt determinat no varia.

Com avaluem aquesta constant en expressio de la integral? Hem de pensar que si
avaluem la integral de t=0 fins a t=0, el resultat ha de ser nul ja que I'area sota la corba
és 0. Si avaluem la integral des de t=0 a t=T, avaluem la funci6 primitiva, aquella que
derivada ens donaria la funcié que volem integrar, avaluada en T i li restem aquesta
primitiva avaluada en 0. En aquest Ultim pas és on considerem aquesta constant de la

que haviem de considerar.

Figura 47. Figura 48.

Avaluacio de la integral de la velocitat Avaluacio de la integral de la velocitat respecte del
temps en l'interval te[0,T].

respecte del temps en l'interval te[0,0].

T 1 1
t(8 —t)dt = <ll‘-' - r'l"‘"> - <Iw>" - r(“l"‘)
Jo 3 \ 3

[
Antiderivative

Nota: Font: Sanderson (2017d, 13m25s) Nota: Font: Sanderson (2017d, 13m42s)
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Tot aixd ens porta al teorema fonamental del calcul, que relaciona de forma intrinseca

la integraci6 i la derivacio.

Figura 49.

Visualitzacié de la relacié entre derivacio i integracioé en el teorema fonamental del calcul.

Fundamental
theorem of

calculus

Nota: Font: Sanderson (2017d, 15m38s).

Un ultim punt a considerar és el de les arees negatives. En el nostre cas d’exemple,
que passa si el cotxe fa marxa enrere? En aquest cas, és evident que podrem avaluar
el canvi en la funcio distancia a través de I'area de la funcié velocitat respecte I'interval
de temps considerat. Tanmateix, com la velocitat és negativa, I'area considerada
queda per sota de l'eix d’abscisses. Aquesta area, si 'avaluem amb una integral,
resultara negativa, la qual cosa respecta el fet que la distancia recorreguda sera
negativa. Aixi, la integral no avalua exactament I'area sota la corba, sin6 I'area amb el

Seu signe corresponent.
Figura 50.

Visualitzacié de I'area d’una funcié amb valor negatiu.

Velocity

Nota: Font: Sanderson (2017d, 18m22s).
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4. Avaluacio i resultats

En aquest projecte d’innovacié es vol avaluar la proposta d’intervencié a partir de tres
eines diferents. Per una banda, és important reconéixer si aquesta metodologia ha
suposat un increment en la seguretat de I'alumnat a I'hora d’entendre els continguts.
Per aguest motiu, es proposa la realitzacié d’'una autoavaluacié mitjangant una rubrica
on I'alumnat mesurar la seva percepcio respecte I'aprenentatge que ha assolit durant
les classes.

En segon terme, és important avaluar I'aprenentatge de I'alumnat de forma objectiva.
Aquesta avaluacid es realitza mitjancant una prova en la que es valoraran només
coneixements conceptuals i no pas operatius, degut a que I'enfoc d’aquest projecte i
de la proposta d’intervencié van dirigides a un millor assoliment d’aquesta vessant del
procés d’aprenentatge. Aquesta prova s’avalua a través d’una rubrica en la que figuren

els conceptes impartits en les intervencions proposades.

Aquest dos primers metodes d’avaluacioé es consideraran tant en el grup en que es
realitza la intervencié amb Manim com en el grup de control, per observar si hi han
diferéncies significatives entre la metodologia que proposa aquest treball i el métode
tradicional.

En ultim terme, es vol avaluar la predisposicié i motivacio de I'alumne envers I'eina
d’'innovacio que es presenta, és a dir, quin és I'impacte emocional d’utilitzar aquesta
metodologia envers la metodologia tradicional. Aquest ultim aspecte s’avaluara
mitjancant una enquesta de satisfaccié a I'alumnat que ha estat particip de la

intervencio.

4.1. Rabrica d’autoavaluacio

L’autoavaluacio de I'alumnat és dura a terme mitjangant una rubrica on apareixen els
conceptes principals que s’han tractat en la proposta d’intervencio, separats en tres

blocs: derivacié i limits, integracié i analisi diferencial.

Dins de cada bloc s’avaluen diferents indicadors, com figuren a la Taula 1. Els alumnes
escolliran el nivell d’assoliment (expert, avancat i aprenent) de cadascun dels

indicadors en funcié de la seva seguretat envers el concepte estudiat.
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Taula 1.

Rubrica d’autoavaluacio.

Elements . Nivell d’assoliment
o . Indicadors
avaluacié Expert Avancat Aprenent
Entenc els Entenc els No entenc els
Definicid conceptes conceptes conceptes
formal de la implicits en la implicits en la | implicits en la
derivada d’una definicio de la definicié de la | definicié formal
funcié en un derivada i conec derivada o de la derivada
punt la seva conec la seva ni conec la
expressio definicio seva definicio
Entenc amb
uin element Entenc de
q L forma intuitiva | No entenc amb
., geometric es . )
Concepcio . amb quin quin element
N relaciona la N
geometrica de : , element geometric es
: derivada d’'una o )
la derivada funci6 en un geometric es relaciona la
d’una funcié en ) relaciona la derivada d’'una
puntiles : ) -
un punt - derivada d’'una funcio en un
caracteristiques fUNcié en un unt
Derivaci6 i que permeten P
P . punt
limits construir-lo
Entenc com es
. Entenc de
relacionen els s No entenc el
. , . forma intuitiva
Limit de la simbols €i & L concepte de
., L la definici6 de .
funcié en un amb la definicié . limit de la
. limit de la -
punt de limit de la funcié funcié en un
- uncié en un
funcié en un punt
punt
punt
No entenc els
Entenc els Entenc els
conceptes
conceptes conceptes :
: : relacionats
Regla de relacionats amb relacionats
NS amb el
I’Hépital la regla de amb la regla
s oA teorema de
I'Hépital i la de I'Hépital o A X
. o I'Hépital ni la
seva utilitat la seva utilitat -
seva utilitat
Entenc com es | Entenc com es
. . No entenc com
relaciona el relaciona el .
Integral es relaciona el
- concepte concepte
definida com by ” concepte
N d’integral amb d’integral amb »
area sota una ' ' d’integral amb
L, I’area sota la I'area sotauna | ,,.
funcié . I’area sota una
corba i com corba de forma .
L funcio
L avaluar-la intuitiva
Integracio
) Entenc quin No entenc quin
Siane de les Entenc quin signe tindra signe tindra
ar(ges 2 partir  signe tindra I'area avaluada | I'area avaluada
de la intg cal I'area a_valuada a partir de la a partir de la
9 a partir de la funcié que funcié que
funcio que s’integra s’integra
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s’integra i com
interpretar-lo

- Entenc |
Integral coma | Entenc la utilitat -ntenc fa
. . utilitat de la
eina de de laintegralen | . No entenc
o integral en els . . .
resolucio de problemes roblemes quina utilitat té
problemes complexos en b la integral
i tractats a
complexos Matematiques
classe
. Entenc quins No entenc
Entenc quins 9 .
conceptes quins
Teorema conceptes ;
. relaciona el conceptes
fonamental del | relaciona el TFC N .
caleul i com els TFC pero no relaciona el
. com els TFC ni com els
relaciona . .
e relaciona relaciona
Analisi
diferencial Entenc el
Entenc de
concepte dels o
Lo T 1 forma intuitiva No entenc el
Concepte infinitésims: qué
o A . el concepte concepte dels
d’infinitésim representen i P
dels infinitésims
gue no e
infinitesims
representen

Nota: Elaboracio propia.

4.2. Prova i avaluaci6 objectiva

L’avaluacié objectiva d’assoliment dels conceptes estudiats es realitza a través d’'una

prova consistent de 10 preguntes amb un enfoc purament conceptual sobre els

continguts impartits a la proposta d’intervencio. L’abséncia de preguntes o exercicis

operatius és deliberada, en tant que es vol estudiar I'efecte de la eina d’'innovacio en

la part més feble d’aquesta part del curriculum.

Les preguntes que apareixen a la prova figuren a continuacio:

1) Com relaciones la taxa de variacié mitjana amb el concepte de la derivada?

2) Relaciona els conceptes de derivada i limit i enuncia la definicié6 formal de

derivada a través d’aquesta relacio.

3) Quina relaci6 tenen la derivada i la recta tangent a la funcié en un punt? Fes

un esguema on hi apareguin els elements que relacionen els dos conceptes.

4) Justifica la existéncia del limits de la funcié segiient en x=-1, x=1, x=3 i X=7.
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Figura 50.

Grafica d’una funcié amb discontinuitats.

Nota: Font: Projecte Fressa (2015)

5) Com podries avaluar el seguent limit amb les eines que hem estudiat en

aguesta unitat? Quina és la justificacié matematica que permet aquesta regla?

In (x)
x-1 sin (1x)

6) La grafica seglient representa la funcié f(x)=x*-5x+4.

a)

Com es podrien avaluar el valor de les arees representades (S1, S2, S3).

Escriu-ne la expressié que utilitzaries per avaluar-les. Quin signe tindran

aquestes arees? Per que?

b)

Figura 51.

Fes un esbos de la derivada d’aquesta funcio.

Grafica de la funci6 f(x)=x*-5x+4 amb les arees entre la corba i OX entre x=-2 i x=2 assenyalades.

4

S2

Nota: Font: Ekuatio (s.d)

S3

7) Fes un eshos de la funcio primitiva de f(x)=x-2, representada a continuacio.
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Figura 52.

Grafica de la funcié f(x)=x-2 amb les arees entre la corba i OX entre x=0 i x=6 assenyalades.

Nota: Font: LibreTexts (2020)

8) Enuncia el teorema fonamental del calcul i explica quins dos conceptes

relaciona i com.

9) Que entens pel concepte d’infinitesim? Com es relacionen amb el concepte

de derivada? | amb el concepte d’integral?

10) El treball que es fa sobre un objecte per I'efecte d’una forgca F constant que el
desplacga una distancia Ax és pot avaluar amb la expressié W=FAx. Com
podriem avaluar el treball si la for¢a és variable respecte de la posicié on
S’aplica (per exemple, en una molla F=-kx)? Escriu la expressié que ens
permetria avaluar el treball en el cas en que F=F(x).

Aquesta prova de coneixements s’avalua per mitja de la rubrica d’avaluacio inclosa en

’Annex I.

4.3. Enquesta de satisfaccio

Per tal d’avaluar la predisposici6 i la motivacié envers la eina d’'innovacio, es realitza
una enquesta de satisfaccié a I'alumnat. Aquesta part de I'avaluacio és important per
tal de valorar si Manim ajuda a I'alumnat a construir un enllag emocional amb les

Matematiques i, per tant, condueix a un aprenentatge significatiu.

Les preguntes de la enquesta figuren a continuacid, presentaran cinc nivells de

gradacid, sent 5 totalment d’acord i 1 totalment en desacord:
1) Els coneixements previs eren suficients pel desenvolupament dels conceptes

2) L’0s de la visualitzacié a través de la tecnologia va facilitar I'assoliment dels

conceptes
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3) Hi han conceptes que m’haurien estat molt dificils de comprendre amb un

enfoc més tradicional

4) L'0s de la visualitzacio a través de la tecnologia ha afavorit el meu interés per

aquesta part del temari

5) M’agradaria que les classes de Matematiques incorporessin més sovint I'Us

d’aquesta tecnologia

6) Les preguntes de la prova eren rellevants als conceptes estudiats en les

sessions amb aquesta tecnologia

4.4. Analisi de resultats

Degut a motius relacionats amb la temporalitzacié i la organitzacié de la l'aula on
s’havia de dur a terme la intervencio, ha estat impossible aplicar-la i, per tant, avaluar-

ne els resultats.

5. Conclusions

A l'hora d’extreure conclusions sobre aquest treball, s’ha de considerar que la
impossibilitat de poder realitzar les intervencions que es proposen limita I'acompliment

dels objectius que s’havien plantejat a l'inici. Aquests objectius eren els seglents:

e Constatar la importancia de la visualitzacié de les matematiques en la seva

docéncia al Batxillerat

e Estudiar la viabilitat de Manim com una eina alternativa i suplementaria per a

la docéncia de les Matematiques al Batxillerat

e Avaluar l'impacte de I'us danimacions produides amb Manim en el

I'aprenentatge de les Matematiques al Batxillerat

Respecte del primer, a través de I'estudi de la bibliografia al respecte de la visualitzacio
del coneixement i la visualitzacié respecte la didactica de les Matematiques, queda
palés que la visualitzacio és una pega essencial en qualsevol tipus d’educacio. La visio
és el sentit que rep primer els estimuls i, per tant, el portal d’entrada de qualsevol
coneixement. Burkhard i Meier (2005) defensen que les representacions visuals
complementen la tramesa de coneixement i recolzen 'aprenentatge i la comprensio
dels conceptes. Malgrat la visualitzacié queda relegada a un paper secundari durant
el segle XX (de Guzman, 1996), multiples investigadors en didactica de la Matematica,

recolzant-se en psicolegs rellevants, van focalitzar la visualitzacié en el seu camp de
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coneixement a partir dels anys vuitanta i noranta. Des de llavors, la visualitzacié es
considera essencial per molts autors. Aprendre Matematiques, segons Duval (2006),
implica reconéixer un mateix objecte matematic en es seves diferents representacions,
i la visualitzacié és clau en aquest sentit. Konalioglu et al. (2005) conclou que la
visualitzacié incrementa I'aprenentatge conceptual, i Arcavi (2003) argumenta que la

visualitzacié inspira solucions generals i creatives.

Sl tenim en compte el context particular de Batxillerat, al curriculum de Matematiques
hi apareixen conceptes avancats, tals com el concepte de limit, la derivacio i la
integracié (sobre els que tracta la proposta d’intervencié d’aquest treball), entre
d’altres. El salt conceptual envers aquest conceptes és més senzill si es fa a través de
la visualitzacio. Tall (2009) identifica que la naturalesa dinamica dels grafics generats
per ordinador permet la unié dels tres espai mentals de les matematiques: el moén
encarnat (conceptual), el mén simbolic (procedimental-proceptual) i el mén formal

(axiomatic).

La visualitzacid, per tant, permet sobretot construir ponts entre conceptes que faciliten

el procés d’aprenentatge.

En relacio al segon i al tercer objectius, aquest treball s’ha trobat amb la limitacié de
no haver pogut dur a la practica la proposta d’intervencié. Tanmateix, es valora
positivament la possibilitat de dur-lo a la practica deguda la bona acollida dels videos
que s’han adaptat per tal de construir I'esquelet i el cos de la intervencié. La série de
Essence of Calculus de 3BluelBrown compta amb més de 6 milions de visites a
Youtube, i, en particular, els videos adaptats tenen una mitjana de visites per sobre
dels dos milions. Tot i que aquestes dades no responen a la viabilitat didactica de

Manim a Batxillerat, si que mostren un interés notable per aquest tipus de contingut.

A nivell d’opinié personal, la construccid d’animacions amb Manim toca molts dels
punts en que els autors citats al marc teoric consideren que la visualitzacié beneficia
el procés d’aprenentatge. Si bé aquestes animacions no poden substituir altres
metodologies d’ensenyament, poden participar d’'una manera notable en la

construccié de coneixement conceptual de les aules de Matematiques de Batxillerat.

6. Limitacions del treball

Al llarg del treball s’han trobat diverses limitacions de diferent naturalesa. Tot seguit,
es consideren les limitacions intrinseques a la eina en que s’enfoca el treball i les
limitacions extrinseques degudes als factors que han condicionat el desenvolupament

del projecte.
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6.1. Limitacions de la eina d’innovacio

En primer terme, cal remarcar que Manim és una eina relativament nova i, per tant, es
troba en un estat de desenvolupament embrionari. Com s’ha explicat en seccions
anteriors d’aquest treball, Manim va néixer com a projecte personal de Grant
Sanderson, i no ho va fer pensada en I'aplicacié directa a 'aula sin6 en la creaci6 de

contingut audiovisual de divulgacio.

Aquest fet es tradueix en dos aspectes importants que limiten la seva aplicacio a 'aula.
Per una banda, el desenvolupament de Manim com a projecte multipersonal no
comenca fins el maig de 2020, aixi que porta només dos anys de desenvolupament
en codi obert. El desenvolupament ha estat dut a terme per una comunitat que, malgrat
gran dedicaci6 i un nombre creixent de contribuidors, no realitza aquesta tasca de

forma professional.

D’altra banda, Manim no té interficie, sind6 que basa la construccié de les seves
animacions a través de compiladors de codi. Aixo presenta la necessitat de I'usuari de
saber programar en phyton, o bé tenir nocions de programacio i familiaritzar-se amb

les eines especifiques de Manim per poder construir-les.

6.2. Limitacions del projecte d’innovacié

La limitacio principal del projecte d’innovacié ha estat la incapacitat de dur a terme la
proposta d’intervencié a l'aula. El context d’intervencié de I'autor d’aquest treball era
el centre de practiques on I’havien assignat en el marc dels estudis de Master en els
quals també s’emmarca aquest treball. La realitat de 'aula és sovint impredictible, i

respon a factors que queden fora del control del professor titular i del mateix autor.

En aquest sentit, la temporalitzacié de I'assignatura de Matematiques i altres factors
externs van impossibilitar la realitzacié de la proposta que s’havia projectat en aquest

treball.

Un altra limitacié d’aquest treball és la consideracié d’'una unica eina d’'innovaci6 per
l'aplicacié de la visualitzacié a l'aula. L’autor d’aquest treball considera que la
visualitzacié hauria de ser pal de paller en la ensenyanca de les Matematiques a
qualsevol nivell, i que la manipulacié forma part d’'aquest procés. Manim és una eina
pensada per representar coneixement construit a priori de la intervencio, i no permet
manipulacié fora de la que hagi preparat el creador de les animacions. Seria

interessant complementar l'aplicaci6 de Manim amb eines de geometria dinamica,
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com Geogebra o Desmos, que permetin la manipulacié dels elements i conceptes

matematics que s’haurien visualitzat préviament amb Manim.

7. Linies prospectives per futurs projectes

Per encetar aquest apartat voldria assenyalar que una de les linies prospectives més
evidents d’aquest treball seria la de poder portar-lo a la realitat de I'aula per poder

avaluar la viabilitat i 'impacte de Manim de forma objectiva.

Al llarg d’aquest Master, una de les coses que se m’han fet evident és la necessitat de
I'educaci6 d’aprofitar les eines tecnologiques i les innovacions metodologiques sempre
que suposin una millora del procés d’aprenentatge de I'alumne, en el context concret
en que desenvolupem la nostra tasca docent. Aixi, és important avaluar aquestes
eines per valorar que produeixen un benefici real en I'alumnat. Estic convencgut que
Manim pot arribar a ser una eina interessant en molts aspectes, i la meva
responsabilitat docent em conduira en la meva futura etapa a posar-ho en practica per

tal de constatar aquesta intuicio.

D’altra banda, Manim presenta una limitacié evident com a eina docent del dia a dia,
de la que s’ha parlat en I'anterior apartat. Manim presenta una corba d’aprenentatge
pronunciada, deguda la seva naturalesa programatica. Aixo implica que per tal de dur-
lo al’aula, els docents han de dedicar un temps i una dedicacié que resulten prohibitius

per la gran majoria.

Una linia a seguir per reduir aguesta limitacié seria projectar una base d’animacions
construides per un grup reduit de docents, que estigués oberta i abastés un nombre
creixent de continguts del curriculum de Matematiques d’ESO i Batxillerat. D’aquesta
manera, la construccié de I'animacié no estaria a carrec del docent que l'aplica a
classe, sind que la podria utilitzar com a material per complementar la seva

metodologia docent.

Un altra possible linia per reduir aquesta limitacié seria projectar el desenvolupament
d'una interficie per Manim que reduis la complexitat de la construccido de les
animacions. Si bé amb tota probabilitat caldria una tasca de formacié per part del
docent, fer-lo més accessible el faria una eina més atractiva per una quantitat superior
de professors. Aquesta possibilitat produiria una major riquesa d’animacions per la
major quantitat de docents que construirien animacions amb Manim, que podrien
compartir amb la resta del mén docent i generar una comunitat oberta i cooperativa

que milloraria la qualitat de Manim.
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Finalment, Manim suposa una eina que, a hores d’ara, té una aplicacié passiva de
cara a l'alumnat. Malgrat la manipulacié dels elements i la traduccié entre registres
semiotics que potincloure el docent en les seves animacions, no permet una interaccio
directa de I'alumnat amb aquests elements. Una linia a seguir per a futurs projectes
és la combinacié de I'is de Manim per introduir conceptes de forma intuitiva amb l'us
d’eines de geometria dinamica, com Desmos o0 Geogebra, que permetin a I'alumne

gaudir d’'un aprenentatge actiu assentat sobre una bona base conceptual.
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Annex |: Rubrica d’avaluacié de la prova de coneixements

Elements

d’avaluacioé Indicadors

Nivell d’assoliment

Expert

Avancat

Aprenent

Preguntes

relacionades

Definicié formal

de la derivada

d’una funcié en
un punt

Relaciona el concepte de
derivada d’'una funcié en un
punt com amb la taxa de
variacio mitjana per un
interval de la variable
independent que tendeix a
0 i és capag de definir-la
mitjangant el limit

Relaciona el concepte de
derivada d’'una funcié en un
punt com amb la taxa de
variacio mitjana per un
interval de la variable
independent que tendeix a
0

Relaciona el concepte de
derivada d’'una funcid en un
punt com amb la taxa de
variacié mitjana

12

Derivacio6 i limits

Concepcio
geomeétrica de
la derivada
d’una funcié en
un punt

Relaciona el concepte de
derivada amb la recta
tangent a la corba en

aquest punt, entén la seva
relacié amb la pendent
d’'aquesta recta i sap

interpretar les
conseqliéncies a la funcié

Relaciona el concepte de
derivada amb la recta
tangent a la corba en

aquest punt i entén la seva
relacié amb la pendent
d’aquesta recta

Relaciona el concepte de
derivada amb la recta
tangent a la corba en

aguest punt

3,6b
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Limit de la
funcié en un
punt

Compreén el concepte de
limit i és capac de
relacionar-lo amb els
conceptes € i d segons la
seva definicio formal

Compreén el concepte de
limit, valorant la existéncia
a través de les distancies a
la variable independent i a

la imatge

Compreén intuitivament el
concepte de limit com el
valor de la imatge a la que
s’apropa una funcio per un
valor de la variable
independent

2,4

Regla de
I'Hépital

Coneix la regla de I'Hbpital
com a eina per resoldre
limits, reconeix les
indeterminacions pels quals
és util i sap com aplicar-la

Coneix la regla de I'Hbpital
com a eina per resoldre
limits i sap que esta
relacionada amb la
derivada

Coneix la regla de I'Hopital
com a eina per resoldre
limits, perd no sap utilitzar-
la

Integracio

Integral
definida com
area sota una

funcio

Reconeix la relacié de la
integral amb I'area sota una
funcié i és capac d'utilitzar
la nomenclatura que permet
calcular-la

Reconeix la relacio de la
integral amb I'area sota una
funcié

Reconeix la relacio de la
integral amb un area

6a

Signe de les
arees a partir
de la integral

Interpreta correctament el
signe de la integral de les
arees avaluades mitjancant
una integral de la funcioé i
sap justificar-lo

Interpreta correctament el
signe de les arees
avaluades mitjancant una
integral de la funcié

Interpreta que les arees
avaluades mitjancant una
integral poden tenir signes

diferents

6a

61



Integral com a

Relaciona la integral amb la
resolucié de problemes

Relaciona la integral amb la

eina de matematics que es resolucié de problemes Relaciona la integral amb la
resolucio de beneficien de una gran matematics que es resolucié analitica de 6a,10
problemes suma de petites parts i sap beneficien de una gran problemes de arees
complexos utilitzar-la per trobar la suma de petites parts
expressio per resoldre’ls
Identifica que la derivada i
Teorema la integral son operacions Identifica que la derivada i - L
. . . , . Identifica una relacio entre 8
fonamental del inverses i €s capag la integral sén operacions . S
X , . . la derivada i la integral
calcul d’enunciar el teorema inverses
fonamental del calcul
Analisi e e e s s
. . Identifica I'infinitésim com la
diferencial . - L
diferéncia entre els valors Identifica la relacié de o .
, ) NP Identifica la relaci6 de
d’'una variable quan l'infinitésim amb els v
Concepte . . . . l'infinitésim amb els 9
P aquesta tendeix a 0, i es conceptes de derivada i . .
d’infinitesim conceptes de derivada i

capag de relacionar-los
amb el concepte de
derivada i d’integral

integral i que la seva mida
€s molt petita

integral

Nota: Elaboracio propia.
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